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үсуллар Нэзэри]э- 

- В. Ломоносов. 
ћесаблама 
ЭСИНИН икинчи ку 
ҮЛЛӘТЕНдӘ охудуғу мүһ 


чәбри тәнликләр 
ы илә һәлли, 
и вә сәрһәд 
и. 
Үсуллар нэзэ 
К вә онла 


ријјәсинин 


итерасија үсул, 


Гы шәрһ олунур. Елек- 
лама машынларынла апарылан ћесабламала- 
12171371 Мәсәләсинә бејук Диггәт верилир. 


з 


У: фасллда бартәртабля фәрг танликлори систем 
үчүн Коши мэсэлэсинии лајаныглыг нәзәријјәсинин 
сазә шәрһи верилмиш ир. Бурата фәрг схемләринин 
дајаныглығы үчүн дә ејни чур зәрури вэ кафи шәрт- 
ләр алынмыш, һәмҹинин фәрг схемлоринин асимпто- 
тик дајаныглығы Тәдгаг олунмуш 1ур. 

Китабын ахырынҹы ики фәслиндә (УІ вә УП фә- 
силләр) еллиптик танликларин вә истиликкечирмэ тән- 
лијанин һәлли учун фәрг үсулларына бахылыр. Бу 
фәсилләр әлавәләрдир вэ хүсуси төрэмэли тәнликләр 
үчүн фәрг үс ллары нәзәријјәсинә кечмәјә имкан ве- 
рир. 

Әдәди үсуллагын мүхтәлиф. бөлмәләринин даһа там 

шорћини Самарски А. А. Теория разностных схем. 
—М.: Наука, 1977, Самарски А. А., Николајев 1. С. 
Метолы решенияжеточных уравнений --М: Наука, 1978 
китабларынла вә ћомчинин китабын ахызында сијаһы- 
сы косторилэн вәсаитләрдә тапмаг олар. 
8) Китаб тәтбиги ријазијјат вә ријаза физика үзрә их- 
сисаслашан ашакы курс тәләбәләри үчүн нәзәрдә ТУ- 
тулмуш, ћомчинин әдәди үсуллары өјоәнән аспирант 
вэ елми ишчиләр үчүн фајдалы ола билэр, 


А. А. Самарски 


КИРИШ 


Електрон Песаблама машынларынын (ЕҺМ) јаран- 
асы вә мунтозом сурәтдә Токмиллош дирилмәси, елм- 
вэ хүсусилә ријазијјатда оси, 
олм Шур. Елми тодгига 
миш, 


технолоки]асы 
нилмоси во он- 


улемлорин 
о ә! 


| еакторунун 
инин бөлүнмәсин- 
реакторун дивар- 
диварда истиллк саһәләринин 
ян Ө]рәнилмәси вә диҝәр мә- 
б етир. Бүтүн бу мәсәләләри 
Гәтәр, ријази мо:елләш 1ир- 


дәк вә ЕҺМ-лә одоли ћесаблама- 
арараг һәлл етмәк лазымдыр, 


космосун фәтһ 1—учан апа 
чох аеродинамик в 


техниканынын ан- 


и үсулларын көмәјн илә Һәлл олуна биләҹәк 


(90 Мәсәләләр комплекси вар. 
ријјет гаршысында 
| мәнбәләринин ахт 
г. Енержи алынмасын 
ме|тернум вә тритиум 


дуран бир проблемә — јени 
арышы проблеминә дә нәзәр. 
ын әсас лајиһәләринлән би- 
нүвәләринин идарә ол, на би- 
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лэн истилик-нүвэ синтези реаксијасынын истифадәси- 
дир. Јерин истилик-нүвә аначагы, демәк олар ки, Тү- 
кәнмәздир, реаксија мәһсуллары исә әтраф мүһити 
чиркләндирмир. Лакин истилик-нүвә реаксијасы анҹаг 
хүсуси шәртләр дахилін2ә јуксак температ рда (он 
вә јуз милјон дәрәҹәләрдә) вә дејтериумла тритиу мун 
јүксәк тәзјигли (мин дәфәләрлә) сыхылмасы нәтичә- 
синда баш верир; бундан башга, јанаҹаг мәһсулуну 
бу вәзијјәтдә јанма реаксијасынын (синтезин) инкгша- 
фы үчүн кифајәт едән вахт әрзиндә сахламаг лазым- 
дыр. Бу шәртләрин Јарадылмасы, һәлл ол имамыш 
елми-технаки проблемдир. Истилик-нүвэ Јанаҹағынын 
(плазманын) гыздырылмасы, сыхылмасы вә сахланма 
сы үчүн бир нечә лајиһә мөвчуддур. Онлагын ишлэ- 
дилмәси заманы чохлу мәсәләләр мејдана чыхыр Ки, 
бу мәсәләләри «очруби г, рғулары лајићолош (ироно 
гәдәр һәлл етмәк лазым ҝәлир. Һәр шејгон әввәл 
плазманын јүксәк температурда вә сыхыл ыг а, ћомчи- 
нин магнит саһәсинә хассәләрини ејронмок вэ исти- 
лик-нүвә синтези реаксијасынын өзүнүн башвермә шэрт- 
ләрини ашкара чыхармаг лазымдыр. 

Белә тәдгигатлар физики просесләрин ријази ТӘС- 
вири (ријази модели) вә алынмыш ријази мәсәләләрин 
һесаблама алгоритмләри васитәсилә ЕВМ-д9 һәлли 
әсасында апарылыр. 

Һазырда демәк олар ки, ријази тәсвири мүмкүн 
олан мүрәккәб просесләрин нәзәри тәдгиги үчүн Дені 
усул—ћесаблама експерименти, }ә'ни елми проблемлә: 
рин Һесаблама ријазијјаты васитәсилә ТӘДГИГИ үсул) 
мејлана кэлмиш тир. Бу тәдгигат үсул, нун маһијјәти; 
ни һәр һансы бир физики проблем үзәринлә иза 
едәк. Тутаг ки, һәр һансы бир физики просеси өјрән 
мәк тәләб олунур. Ријази тәдгигата башламаздан әв 
вәл физики јахынлашманын сечилмәси, јони Пане 
факторларын нәзәрә алыныб-алынмамасы мәсәләси һәл 
олунур. Бундан сонра проблемин һесаблама експери 
менти усулу или тәдгигаты апар ылыр ки, бурада д 
бир нечә әсас мәрһәләни гејд етмәк олар. 

Илк мәрһәләдә ријази молел сечилар, јони ја чәб 
ри, ја диференсиал, іа да интеграл тәнликләр форма 
сынла просесин тәгриби тәсвири верилир. Бу тәнлик 
ләр, адәтән, әсас физики кәмијјәтләрин (енержини! 
һәрәкәт мигдарынын, күтлэнин вә с.) сахланмасы гё 
нунларыны ифатә едир. Алынмыш ријази мо ели ДІ 
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ференсиал тәнликләр нәзәријјәсинин методлары илә 
Тәдгиг етмэк лазым ҝәлир. Бурада мәсәләнин дүзкүн 
гојул, шу, вери нләрин кифајәт елиб-етмәмәси вә он- 
ларын бир-биринә зидд олуб-олмамғсы, гојулан мэсэ- 
| ЛЭНИН Вэллинин варлығы вә Јеканәлија мүәјјән едилир. 
Бу мәрһәлә ә классик ријазијјатын метоглагындан 
истифадә олунур. Гејд етмәк лазымтыр ки, бир чох 
2 физики мэсэлэлэр, нәзәријјәсинин ишләнмәси Һәлә илк 


| да ријази физиканын елә Мәсәләләрини һәлл етмәк 
н нә варлыг, нэ дә јека- 


сәлә һәллинин тәгр; 
башга сөзлә, Һесаблама алго 
барәт; ир. Һесаблама алгоритми лејәнгә, 

— мәрһәләдә гојулмуш ријази мәсәләнин Һәлли үчүн 
лазым олан Һесаби ВЭ мәнтиги эмс 

_ ЛЫРЫ баша душулур. Ашағы іа биз мүгсяр ЕҺМ-дә 
истифадә олунмасы н=зәрдә тутулан һесаблама алго- 


р. 
Үчүнчү мәрһәлә һесаблама алгоритминин програм- 


шдырылмасындан, 2Өрдүнҹү мәрһәлә исә ЕҺМ-дә 
ларын апарылмасынла! 


ешинчи мәр- 
н анализини 


Гејд етмәлијик ки, һесаблама експерименти, адэ- 
тэн, стандарт дүстурларла апарылан бхрдәфәлик ћеса- 
бат дејил, һәр шејдән әввәл мүхтәлиф ријази модел- 
ләр үчүн апарылан һесабламалар серијасыдыр. 

Инли:ксэ һесаблама алгоритмләринә аид олан бир 
сыра үмуми характерустикалар вэ тәләбләр үзәринзә 
әтрафлы лајанаг. Һесаблама алгоритмлэринин Тарагыл- 
масы вэ тодгаги, һабелә онларын конкрет мэсэлэл2- 
рин һәллинә тәтбиги, муасир ријазијјатын бөјүк бир 
бөлмәсинин мәзмунуну һесаблама ријазијјатыны тәш- 
кил едир. 

Һесаблама ријазијјатыны, бу терминин һәм кениш 
мә’насында, јони ријазијјатын ЕҺМ-дән истифадә 
олунмасы илә бағлы мәсәләләрә һәср олунмуш ћис- 
сәси кими, һәм дә дар мэ’насында, је'ни гојулмуш 
ријази мәсәләләрин һәлли үчүн этэди усуллар вә ал- 
горитмләр нәзиријјәсижими ишләдирләр. Бун. ан сонра 
биз һесаблама ријазијјатыны бу терминин анҹаг дар 
ма'насында ишләдәҹэјяк. 


= 

Гојулан ри]азя мосоланин сонлу елчулу мәсәләјә 
ҝәтирилмәси бүтүн әдәди үс; ллар үчүн ум мидир. 
Буна, аләтән, ведилмиш мәсәләнин дескретл шдирил- 
мэси васитәстлә, јә’ни к:силмәз арг; ментли ф нксија- 
ларын лискрет аргументли фу нксијаларла әвәз едил- 
мэси илэ наил олурлар. Верилмиш мәсәләни дискрет 
Вала ҝәтирдикдән сонра һесаблама алгоритми, јуни 
ЕЋМ- чә јеринә |етирилэн вә сонлу. сајда әм лләрдән 
сонда дискрет м-сэләнин һәллини верән һесаб т вэ мэн- 
тиги әмәллэр арлычыллығы гурмаг лазым! ыр. Дис- 
рет мэсэлэнин алынмыш һәлли гојулмуш ријази мәсз- 
лэнин тәгриби ћолла кими гәбул олунур. 


—ЕБМ-чэ мэсэлэни һәлл елән заман биз һәмишә го- 
јулмуш мгсэлэнин дәгиг һәллини лејил, тәгриби һәл- 
лани алырыг. Алынан хәта нэ илә әлагәдар ыр? Ве- 
рилмиш м:сэләнян әдәди һәлли заманы алынан хота- 
нын мејтана кәлмәсинин үч әсас сәбәбини ге)! етмәк 
лазымлы?. Һәр шејдән эввэл, мэс-ләнин ве? ләнләри 
(башлангыч вэ сәрһәд шэртлэри, тәнлчјян эмсаллары 
вә сағ тәрәфи) һәмишә мугјјан хәта илә әлдә олунур. 
Әдәди үсулун мэсэлэнин верилэнлэринин хәтасы илә 
элагәлар олан хзтасыны арадан галдырыла билмәјән 
хәта алданлырмаг гәбул олунм шлур. Верилмиш мэ- 
сэлэни дискрет мәсәлә илә әвәз едән заман Оискрет-ї 
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“зашдирма хәтасы (башга сөзлэ, үсулун хотасы) ад- 
‘ланан хота әмәлә кэллр. Мэсэлэн их) теромосини 
Е (их Ах) — и(х))/Ах Сонл; фэрги илэ эвэз еләркән, 
биз Ах +0 оланла тәртиби Ах-э бәрабәр олан дЕс- 

МЭ х-тасына јол верм: ш ол; руг. Нәһа- 
рэчэ ил» веоилмаси 
тирир ки, бу та һе- 
рта билэр, Тәбиидир ки, мәсәлз- 


Хэтасы вэ дискретләшдирмәдән 
ынан хәта дискрет мэсэлэнин ЕҺМ-дә Вэлли заманы 
хәта илэ у)ғунлашмалыдыр. 


лмгш мәсәләнин 
көмәјилә әв- 
ә верилмәли- 
дыр, јни мэ- 
Н вахты орзин- 
эксори]]тиндэ мә- 
‚ын һәҹми) ©(е) 
“Нун азалмасы үлэ артыр. 
эк олар ки, мэсэлэнин Не. 


машын 
к гијмоти вар, 
э үчүн О(=) “М>лләр 
элленэ сәрф олунан 
ын) кичик олмасына чалышмаг лазым- 
үчүн ләгиглик тәртиби, (є-»0 
анчаг (=) эмэллэр са]ы мүхтә- 
млэр тэклиф етмэк олар. Дэ- 
еквивалент олан бу алгоритм- 
эн аз машын вахты (эмәлләр 
верән алгоритми 
ри биз сомарали 


рилан 7аһа бир тәләб 
аманы ЕҺМ-дә гәза да- 
јуни машын сыфрынын 
да]анаг. 


үр 


Нэзэрэ алмаг лазым: ыр ки, ЕҺМ-дә әдәдләр гиј- 
мәтли рәгәмләр сајы сонлу олан во мүтлэг гијмәтҹә 
бүтүн әдәд ох)на дејил, анчаг (М, М.) М>0, 
М. < со интервалына дахил олан эдэд кими тәсвир 
ол нур, бурала М,—машын сыфры, М„—машын сон- 
сузлуғудур. Һесаблама просесиндә |М|< Ми шәрти 
поз /лагса, онда дәрәҹә шәбәкәсинин долуб-дашмасы 
нәтиҹәсиндә ЕҺМ-ә гәза лајанмасы баш верир во 
һесабламалар кәсилир. Гәза дајанмасынын баш вермә- 
си һэм алгоритмдон, һәм до верилмиш мәсәләдән 
асылы во. 

Әкәр верилмиш мес лонин һәлли чох бејук (чох 
кичик) |М|> Мо (|М]< Мо) эдэллэри илә ифадә 
олунарса, онда, адетән, мәсәләни мигјасы дојешмокло 
модулча (М, М») интервалына дахил олан кәм’ јјәтли 
мәсәләјә ҝәтирмәк олар. Бә”зән гәза дајанмасынын гар- 
шысыны омеллоркн јерини дәјишмәклә алмаг олур. 
Буну садә мі сал үзэриндэ изаһ едәк, 

Мисал, Тутаг ки, М„ = 10°, М 107°, р=>, 
п--там әдәддир. 1099, 107", 1079", 10995, 1077" әдәд- 
ләринин һасилини тапмаг тәләб олунур. 

1-ҹи га] ла, Ә әлләри онларын азалма сырасы илә! 
нөмрәләјәк: 9, = 107", да = 107", ф= 107", да = 1079", 
95 = 107999 ва Зен = ефт, $, = фү һасилләрини ду“ 
зәлдәк. Онда елә илк аддымда гәза лајанмасы аларыг, 
чүнки 


51—110 = 107 Ме 


2-чи га] да. Әдәдләри онларын артма сырасынд 
Јенидән нөмрәләјәк: 4,- 107", фа = 10777, 4; 
== 107", д, = 107", а, = 10%". Бу һалда биз илк аддым 
да 8, = 9,9: = 107" < Му, јони машын сыфры алы 
рыг; бүтүн сонракы 8,, $, 5, һасилләри дә машы 
сыфры олаҹаг; беләликлә, дәгиглијин бүтөвлүклә итки 
си баш верир. 

З-сү гајда, фу = 10798, фа = 109", 2,-- 109", 4, 
= 107", 4, = 107" фәрз едәрәк әдәдләрин јеркни до 
јишок. Онда, ардыҹыл олараг 


5) = та, = 1077". 5-5, = 1077, 
о. Жуке д — 10% 


тапырыг, јо'ни Һесаблама просесиндә 1022 
10724 дон кичик эдэдлэр алынмыр. Б 
Тоза дајанмасы олмајан алгоритмдир. 
Хэтти ҹәбри тәнликләрин һәллі у 
ардычыллығыны мүәјјән едән нтерасија параметрлори- 
МИН нөмрәләмә га)дасындан асылы олараг гәза дајан- 
Масы олан вә ја олмајан итерасија үсулу и 


-дән бөјүк Ва 


елэ алгоритм 
Ш фэсилдэ биз 
чүн һесабламаларын 


лә таныш 
Олачағыг. 

Һесаблама просесинин һәр бир мәрһәләсиндә ј вар- 
Лаглашдырма хәтасы мејдана ҝәлир. Алгоритмден 


асылы олараг бу хәта һәм арта, һәм дә 
х сесиндэ |уварлаглашды?ма ха. 


ра нәзәрән) алгоритм адланыр. 
р |уварлаглашдырма хэтасы арты са, онда алго- 
М дајаныглыдыр. 
саллар. 1. Тутаг Ки, верилмиш уд, 4 кәмиј- 
көрә у, = у, Ра дүстуру илә Уни (0< 
45) тапмаг тэлэб Олунур. Фәрз едәк ки, Уг-ни 
Јанда 8: хотасмна (мэсэлэн, Туварлаглашдырма. 
на) јол верилмишдир, је'ни уг-нин дәгиг гијмә- 
Уг--8 тәгрибя гијмәти алынмышдыр. 
“ИН ДӘГИГ гијмәти әвәзинә онун уда = (у; <р 
У ё, тэгриби ги|мэтини алмыш олуруг. 
ляклә, һәр аддымда бурахылан 8, хәтасы Весаб- 
просесиндә артмы2. Алгоритм дајаныглыдыр. 
Уа = ду, (і>0, У вэ 4 верилмишдар) тәнлијя- 
- Тутаг ки, мисалда Олдуғу кими, у; әвәзинә 
ијмати верилмғшдир. Онда у, әвәзинә 


үнүр ки, У-и 
а Уды Ур: хәтасы 8, хәтасы 


ІНДӘ хэтанын му 
(сыздыр), |9|< оларса, хәта артмыр, 
дајаныглыдыр. Дајаныгсызлығы, адәтән, јувар- 


сана кечән заман („аддымтан ад ыма“) | варлаглеш“ 
дыма хәтасы гүввәт функсијасы кими артылса, онза 
белә алгоритми шәрти дајаныглы (ронн һесабламала- 
рын һәчми вә тәләб олунан дәгиглик үзәрьнә гојулан 
мугјун мәһіуд/ Цәт дахилинда дајаныглы) алгоритм 
һесаб едирләр. Һесаблама просесени белә шәрһ етмәк 
олар: аддым ан ад ыма кечоркон (| варлаглаш .ырма 
хәтасы һесабына) ахырынҹы гојмотли рәгәмләр тәһ- 
раф олунур (јуна ахырынҹы гојмотли рогомларлон 
башлајараг, солдан-саға «Іуварлаглашдырма хәтасы 
далгасы“ һә окот е цир). Бизә, адәтән, сыфырлан сонра 
бир нечә (4—5) га]мэтлт рәгәм сахламаг лазым колар, 
она көрә дә, һесабламалар“ | варлаглаш дырма хәтасы 
лалғасы“ о рәгәмләрә чатана гәгәр да]анды с ылмалы- 
дыр. Әкәр | вагл глашдырма хәтасы аддымдан а, 
ма експоненсиал гајда илә артырса во (2-чи месалда 
ол-угу комп) 19 {во > Мо оларса, онда бу, адэтэн, 
һесабламаларын алалыг мәрһәләсиндә гәза дајанмасы 
на кәтирир. 

Әкәо М.-10”, (20 107% оларса, онга гәза дајан- 
масы > (р += Куле |4] олхугда баш верар. Јуварлаг 
лашдырма хотасы гүввэт артымы кам! олан а исә 
мәсәлә башга чур олур. Тутаг ки, |8у де (т 2-1) 
онда гәза дајанмасы їлє, Мо олана, јони № 


> (= М» 18 21007359" оланда беш верир. 
50 
Бурадан көрүнүр КЇ, —1 оланда мэ’лум #< 


< М. = 10" моћлудијјотино көрә гәза ла)анмасы баш 
вермир. | у( <= бәрабәрсизлији г< (| = Тоо 
= 1 олдугда доғрудур, бурапа = = 107% верилмиш ДӘ 
гигликдир. дкор е вэ е; верилмишсэ, он {а бэрабәре”% 
лик тәнликләрен сајы үзәринә гојулан 26 мәһдуди} 
јотини көстәрир. Моселен, Ёу--12, #=6 оланда 15 
<10”" аларыг; јуни п=2 үчүн (40105 алырыг. А| 
дындыр ки, елэ бејук п әдәди көстәрмәк олар ки 
тәнликләрин мүмкүн сајы ё, чох кичик олсун. Лак 
практикала, аләтен, п-ин чох ла бејук олмајан ги|мэй 
лари илэ рестлашы, ыг (мәсәлен, говма үс) лу УЗ 
, 1 фәсил) п = 2, јуна хәта тәнликләрин сајы ай 
тана квадратик гара илә артыр). | 
Истонилон маселснин һ-лли заманы вериләнлэр 
ахтарылан ф, нксијанын башлангыч, сәрһәд, ги|мэтда 
рини, әмсаллары, сағ тәрәфи вә с. билмэк зэруридий 
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Һәр бир мәсәлә учун ејни сугллар ме 

© МӘсәләнин һәлли Вагмы, бу һәлл јеканодирми во ве- 
Рилонлорден неҹә асылылыр? Ики һәл мүмкүндүр: 

Мзсәлә коррект гојулмушдур (мәсәлә корректдир); бу 

О демэкдир ки, 1) вериләнләрин мүмкүн ги|мэтлэрин- 

ДӘ мосолонин Вәлли вар; 2) һәлл јеканәдир; 3) мәсе- 


ЛӘНИН һәлли вериләнләрдән КЕСИЛМӘЗ асылы; ыр (ве- 
Риләнләрин кичик дәјәшмесинә һэллин кичик дәјиш- 
єСелә да|раныглыг ыр. 


јлана чыхыр: 


Моси ујғу нлур), башга сөзлә, м 
кор һәлл вериләнләрә нәзәрән гајаныгсызглырса 
(вериләнләрин КИЧИК дәјәшмәсинә, һәллин. бөјүк дәјиш- 
СИ ујғундур), онда мгсәлә гејри-коррект адланыр 
(мәсәлә гејри-корректдир). = 
Коррект мәсәләјә мисал Олараг интеграллама мә- 


<ләсини, гејри-коррект М=Сәләјә мисал Олараг дифе- | 
ренсиаллама мосолосини кестормск олар. 


исаллар 1. Интеграллама мәсәләси. (х) 


Хе: 8 
тралыны һесаблсмалы. / фу нксијасыны /лә гвәз 
1 1 


7 [хах интегрелына вә 87 — 2-21 зах 
0 

(х) – Хх)) Фәргинә бахаг. Буралан керунур 

, 87] < = оларса, онда 18.71 тах |8 (х) |<, јеле 
425 

Олар, јони 7 интегралы /-дән кәсилмәз асы 

ёгралынын ћесаблен 

истифадә едәк: 
М 


лыдыр. 
месы учун квадрстура дүс- 


М 
Усе ое 
к=1 к=1 
арыдақы м 


Үһакимәләри тәкрар едәрәк, 
м М 
Ха л) = Хоу, 
к=1 к= 1 


№ 
ал | > шах ЕЕ шах јр. 
к=1 


үч 7947 


Беләликлә, 


интегралын квадратура 
бланма 


дүстуру 
"мәсәләси коррект мәсәләдир, 
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9. Диференсиаллама мәсәлэси. Тәгриби 
везилмиш (х) функсијасынын диференсчалланмасы 
мәсәләси гејри-корректдир. Доғрудан да, тутаг ки, 


и(х) = шх) + ЕЭ зіп Мах, Л--кифа|эт гәдәр бејук 


эдэддир. Онда С матрисиндоки һәр һансы 0<х< 
<8(8> «//М?) парчасында №> 1/= оларса, | ди с = 


= |п—иг| =1/№ < аларыг. %и'=и' = Мсоз А?х тө- 
рэмэлэринин хэтасы үчүн || ®и | „= М2 олур. Демэли, 
С-дә и(х) ф; нкси]асынын О(=) кичик дојешмосино он н 
өрәмэсинин С(1/=) бејук дәјишмәси ујғун ҝәлир. 

Буна көзә әдәди диференсиаллама да гејри-кор- 
ректдир. 5,|5,| <%) хәтасы илә верилміш функсија 
тедомосинин тәгриби гијмәтини г>0 дәгиглији илә 
фәрг терэмэси дустуву васитәсилә алмаг үчүн е, 8, вэ 
шобэкэнин й-алгымы арссында } јғу нлуг шәрти, мэ- 
салон, >. 68, (А = сопзі > 0 її вэ %-дан асылы дејил) 
шэрти өдәнилмәлидир; шэбэкэнин алдымы исә һәм 
јухары дан, һәм дә ашагыдан м ћтуд олмалы ыр. Бе- 
лэлаклэ, әдәди диференсяалламанын әлдә олунан дэ- 
гиглаја функси]анын өзүнүн верилмэсл дәгиглији илә 
мәһдудланыр. 

Бу китабда биз ЕҺМ-дә истифадә олунмасы нэзэр- 
дә тутулмуш анҹаг коррект мәсәләләрә вә коррект 
әдәди үсуллара бахаҹағыг. 

Әдәди үс/ллар мәсәләнин тәгриби ћзллани верир. 
Бу о демәк (ир ки, һәр һансы мэсэлэнин № (функсија 
вэ ја функсионалы) дәгиг һәллинин әвәзинә, биз баш“ 
га мэсэлэнин ахтарылан һәллә бу вэ ја диҝәр мо'нала 
(мэсэлэн, нормача) јахын олан у һәллими тапырыг. 
Көстәрилдији кими, бүтүн методларын әсас идејасы 
гојулмуш мәсәләни, ЕҺМ-дә һәлли даһа асан олан баш- 
га мэсэлэ илә дискретлэш дирмәкдән вә ја апроксима- 
сија етмәкдән (әвәзетмә, |ахынлашма) ибарәтлир; бу- 
рада апроксимасија едән мәсәләнин Вэлли мүәјјэн па- 
раметрлэрдэн асылыдыр ки, онлары да идарэ етмок- 
лэ ћолли талоб олунан дәгигликлә алмаг олур. Мэ- 
сэлэн, әдәди интеграллама мәсәләсиндә белә параметр- 
лэр дүјүн нөгтэлэри вэ квадратура дустурунун чаки 
функсч]аларыдыд. Дискрет мэсәләнин һәлли сонлу ел- 
нулу фэзанын елементидир. Бу һагда әтрафлы данышаг, 

Мэсэлэн, хеја, 6] кэсилмэз аргументинин Жу 
функсијасы васитәсилә тојјан олунмуш Н={/(х)} фә- 
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засынын Дискретлошлирилмесено бехєг. а <х<бпар- 
н сонлу негтелор чохлу ғ) на ба- 

4212. М, хо а, Ху 6, хе 
«х. Хү, нөгтглэрини о шабокасинин дујун нөгтэ- 
дари алленлырачагыг. Әкәр дујун нөгтәлери аргсын- 
дакы Л, =, — Хр: мәсафәси сабитдирса (/-ден асылы 
‚ 2,...» М, онда в ›шәбәкәсини 


‚ 8] учун 
2:42; 
Там арг, ментли вә ја о шәбәкәсенин Ж, дујун нөгтә- 
нин У; = /х,) шәбәкә функсијасына бахаг вә Н= 
= (а), хє [а, 0]} чохлуғуну ис® сонлу (М--1) өлчү- 
л Ні =(у, 0<:< №} шабэкэ Функсијалары фәзасы 
‚ИЛӘ әвәз едәк, Ајдындыр ки, У = Дх,) шәбәкә функ- 
_ сијасмна Жет (у, Уы. Ум) вектору кими бехмаг олар. 
7 = (а, 2 ‚ Хр)—р өлчүлү Евклид фәзасынын 
да да чохдәј: шәнли Их) функси- 
ыны дискретлашди| мек олар. Мәсглен, (3, 
= ић ХИ, Ї0, 
-» пегпендикулјар дүз 
эн ибарэт в = {х, = 
„...} шэбэкэсини дахил 
увафиг олараг х, во х 
млагыдыр. Ајдындыр 
Јгылыгда һәр бир Дәјишәнә көрә мүн- 
Ха) функсијасы әвәзинә 


Дүүүн нөгтеләринден ибарэтдирсэ, белэ ки ћ = 
ІМ, Л, --14/М,, онда шәбәкәдә сонлу сајда М = 


1:-1)(М--1) дүүүн нөгтәләри, у = Уһ, Шәбәкә 
си|аларынын Чу лу олур. 
Биз һәр јердз шәб. нчаг сон- 


ны вә верилмиш мэ- 
Ну фгзасы вэ верил- 
„Мәсәләнин дискрет апроксемгсејгсы үлэ әвәз едә- 
Эмин олмалыјыг ки, дүјүн нөгтәләринин сајыны 
ырмагла верилмиш мгсәләнин һәллинә даһа јахшы 
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“ахынлашачагыг, /ахынлашманын ке|риЦэтинин ги|мәт- 
лондирилмаси вэ апроксимасија усулунун сечилмэси 
эдэди үсуллар нззаријјосинан әсас мәсәләсидир. 

Китабын әсас мэзмуну бу вэ ја дикәр дэрэчэдэ 
фәрг усулларынын диференсиал тәнликләрә тәтбиги. 
илэ әлагәдардыр. Бурада ики әсас мэсәлэни гејд едәк: 

диференсиал тәнликләрин дискрет (фәрг) апрок- 
симасијасынын алынмасы вэ бу ћалда алынан фэрг 
тәнликләринин тәдгиг олунмасы; 

фәрг тәнликләринин һәлли. 

Дискрет Дапроксим2сијаны (фәрг схемини) алан 
заман үмуми тәләб фәрг схеминин верилмиш дифе- 
ренсиал тонлч|їн әсас хассэләрини мүмкүн гәдәр јах- 
шы ]ахынлашдырмасы (моделлэшдармоси) тәләби ва- 
ҹиб рол о]на]ы2. Белә фәрг схемлорини, мэсэлэн, вари- 
асија принсиплоринин во интеграл мүнасибэтлэринин 
кемој! ил» алмаг®лар (1У фэслэ бах). Фарг схеми 
дэгиглијинин гијмәтләндирилмәси схемин апроксима- 
сија вэ дз]аныглыг хәталарынын өјрәнилмәсинә коти- | 
рилир. Дараныглыгын өјрәнилмгс̧и әдәди үсуллар нэ- 
зәри|эсинин мәркәзи мәсәләсидир вэ бу китабда она 
бејук диггәт јетирилир. Мүрәккәб мәсәләләр үчүн 
олан алгоритмләри садә алгоритмлэрин (модулларын) 
ардыҹыллығы (зәнҹири) кими тәсвир етмәк олар. Она 
көрә дэ эдэди үсуллар нәзәријјәсинин бир чох прин- 
сипиал мәсэлэлэрини садә алгоритмләр үзэриндэ изаћ 
етмок олар. 3 

1 фэсилдэ бирелчулу (тамгијмотли бир аргументдэн 
асылы) фэрг танликлорино бахылыр. Баз бир вэ ики- 
тэртиблч фәрг тәнлакләринин өјрәнилмәси илә кифа- 
|ртдэнарак, Икитэртибли фэрг тэнликлэри учднагонал“ 
‘лы матрисэ малик хәтти ҹәбри тәнликләр системиндән 
вбарәтдир. Бу тәнликләрә ујғун сәрһәд мәсәләсинин 
һәллинә говма үсулу адланан үсул тэтбиг олунур. 1 
фэсилдэ сонлу өлчүлү фәзаларда хәтти операторлар: 
һаггында кириш мэ’луматы верилир. Сонралар фәрг 
операторларынын хассәләри скалјар һасилэ малик сон» 
лу өлчүлү фэзаларда верилмиш хәтти операторларын 
хасс?лэри кима өјрәнллир. Бу заман ен садә ријази 
апарат--һасилян сонлу фэрг диференсиалланмасы ва 
һиссә-һиссә чәмләмә дүстурлары истифад» олунур. 

Икинчи фәсилдә әдэди анализин ән’әнәви матери» 
алы шэрһ олунур: интерполјасија, орта квадратик 139 
хынлашма вә әдәди интеграллама. 
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др эт 


кетти 


а ына 


Диференсиал тәнликләрин шәбәкәдә апроксимасија- 
сы заманы |үксэк тәртибли (шәбәкәнин дүјүн нөгтэ- 
ләринин сајына бәрабәо) хүсуси типли (се|рәкләш- 
миш, јә'ни чохлу сы рыр елементи олан) матрисә ма- 
лик хәтти ҹәбри тәнликләр системи алыныр. Белә 
матрисә мисал олараг јухарыда көстәрилән үчдиаго- 
наллы матриси көстәрмәк ола. 

Ш фәсилдә 


Уаш уу 1-1, 9... М (1) 

7-1 
хәтти чәбри тонликлор системинин Палли үчүн эдэди 
усуллар шәрһ олунур; бу системи матрис формасын-а 
да јазмаг олар: 

= Аи-/, (2) 

бурада А = (а,)-- МХМ елчулу квадрат матгис, и= 
(шш,.,., и“)—ахтармлан вектор, Ј = (7 а 
исә верилмиш вектордур (сағ тәгәф). 

Тонликлор системинин ћолли үчүн бирбаша вэ ите- 
расија үсуллары шәрһ олунур. 

Ш фәсил, $ 2-дә системин һәлли үчүн О0(№) ћеса- 
би әмәл тәләб едән бирбаша үсуллара— Гаусс үсулу 
вә квадрат көк үсулларына бахылыр. 

Хәтти ҹәбри тәнликләр системинин һәлли үчүн 
итераси]а усулларыны өјрәнәркән (2) системини № өл)- 
чүлү Ну фәзасында верилмиш (А: Н»==Н, ш; тену 
биринчи нөв оператор тэнлик кими шәрһ етмәк мүна- 
сиблир. Матрис вә оператор |азылышларынын еквива- 
лентлијини гејд етмәк мәгсәдилә һәм матриси, һәм до 
она у|рун оператору ејни А һәрфи илә ишарә едәҹәјик. 

Итерасија Үсулларынын (биргат вә ихигат) шәрһи 
заманы итерасија схеминин ё 


Ау, = #=01,... уује Ни (3) 


каноник формасы вачиб рол ојнајыр; бурада А, В: 
Ну Ну, {х,\ итезаси]а параметрләридир. 

Һәр јердә фәрз олунур ки, А опезатору өз-өзүнэ 
гошма вә мүсбәт-мүә)|әндир (А = А* > 0). Стасионар 
үсулун (т, = т = сопѕі) јығылмасы үчүн үмуми теорем 
исбат едилир. Јығылма үчүн кафи шәрт 


(Ву, у) > — (Ау, у), үуен, (4) 
9 зак. 563 17 


бәрабәрсизлији илә верилир; бурада 5 5 В% өз-өзүнэ 
гошма олмајан оператордур. Бураган садә итерасија, 
Зејдел вә јухары релаксасија үсулларынын јығылмасы 
алыныр. 

Әкәр елә п > 0, 1, > т; сабитләри мэ’лумдурса ки, 


л4(8х, х) < (Ах, х) < 1» (Вх, х), үхЄН, (5) 


олсун; бурада В = В* > 0, онда Чебышев параметрлэ- 
ринин елә оптимал јығымыны {т} тапмаг олар ки, ће- 
саблама просеси дајаныглы олар вә гәза дајанмасы 
олмаз, 
{ч} параметрләр јығымы вә 
В = (0 +•А) РЧ Р - в Аз) (6) 


оператору илэ верилмиш универсал нөвбэли үчбучаг 
үсулуна бахылыр; бурада Й = 0*>0, А1 = А; А + 
+ Аз = А, А, вә А; учбучаг матрисләридир. ® пара- 
метри үчүн дүстур алынмышдыр. Бу үсулун алгорит- 
ми чох садәдир. Һәр јерә тәләб олунан дәгиглијә 
наил олмаға лазым олан итерасијаларын сајы үчүн 
дустур верилир. Мухэлиф үсулларын мүгајисәси 
п (х) = – х) (0<х<1), ц(0) = ш(1) = 0 сәрһәд мо- 
сәләсинә у|ғун олан икинҹи тәртиб у, ; — 23; + У = 
юу із1,2,... М-1, у= у – 0. ЕШМ 
фәрг тәнлији үчүн модел мәсәлә үзәриндә верилир. 
Бу тәнлик Лаплас тәнлијинин бирөлчүлү аналогудур. 
Итераси|аларын сајы мәсәләнин өлчүсүндән асылы ол- 
мадығы үчүн, мүгајисә заманы бу бирөлчүлү мәсәлә 
илә кифајәтләнмәк олар. Нөвбәли үчбучаг үсулу 
2) по Іп = сајда итерасија тәләб едир; бурада <> 0 
--верилмиш дәгигликдир. 


Гејд едәк ки, Ш фәсилдә сала ријази васитәләрин 
көмәји илә фактики олараг Аи = /(А = А* > 0) тонли- 
јинин һәлли үчүн итерасија үсулларынын үмуми нэ- 
зоријјоси кифајәт гәдәр там шәрһ олунмушдур. 

Фәрг схемләринин әсас анлајышлары —апроксима- 
сија хәтасы, дајаныглыг, јығылма вә дәгиглик иди 
диференсиал тәнликләр үчүн гојулмуш сәрһәд вә Ко- 
ши мәсәләләринин үзәриндә шәрһ едилир (ІУ вә У 
фәсилләр). ТУ фәсилдә икинҹи тәртиб ади диференсиал 
тәнликләр үчүн гојулмуш 
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5 (код )-ао)--/о), 0<х<1, 


ах 


и(0) = и, и(1) = из, (х) > 0, 4(5220, (7) 


мәсәләси үчүн үчнөгтәли фәрг схемләри өјрәнилир. 
Бирчинс фәрг схемләринин гејри-мүнтәзәм шәбәкәләр- 
дә во әмсаллар кәсилән оланда јығылма сур’эти (дә- 
гиглијин тәртиби) мәсәләләринә бахылыр. Бу, Фәрг 
схеминин сағ тәрәфә нәзәрән дајаныглығына аид чох 
дәгиг априор гијмотлондирмолорин алынмасыны тәләб 
едир. 

Фәрг схемләрини алмаг үчүн мүхтәлиф үсуллар-- 
интегралла интерполјасија үсулу, квадратик функсио- 
налын апроксимасијасы үсулу, Рите вә Гал|о>кин үсул- 
лары (ІУ фәсил. 455) истифадә олуна биләр. 

Биринҹи тәртиб тәнлик үчүн го)улм, ш 


ЛЬ и), #>0, и(0)-ш (8) 


Коши мәсәләсинин Һәллинә У фәсилдә шәрһ олунан 
Рунге—Күтта вә Адамс үсуллары тәтбиг олунур. Бу 
үсуллар, / вә и векторлар олан һалда да тәтбиг олуна 
биләр. 

У фәсилдә хүсуси јери хәтти тәнликләр системи 
үчүн Коши мәсәләси 


Е Ап= КО, Є»0, шд) = и (9) 


тутур, бурада А-(а,)-- МХ Л елчулу квадрат матрис, 
Р ИО Мел 
чүлү векторлардыр. 

Мәсәлән, 


аи ди ди 

А =<Е 

а ае ОВИ дх + 9% 
истиликкечирмә тәнлијиндә А Лаплас операторуну 
мувафиг фәрг оператору илә әвәз едәркән белә мо- 
сәлә алыныр. Онда (9) мәсәләсини (10) истиликке- 
чирмә тәнлији үчүн дүз хәтлә) усулу кими шәрһ ет- 
мәк олар. Бу мэсэлэнин һәлли үчүн һәр һансы бирад- 
дымлы схемдән истифалэ едәрәк, каноник шэкилдэ 
25: 19 


222510:7:21:10:0) 


» У»еН„ (11) 


Јазылан үмуми шәкилли икигат оператог-фәрг схеминә 
ҝәлирик; бурада А, В:Н,->Н,-хәтти операторлар, 
т исә # дэл шэнинэ ке; о шәбәкә аддымыдыр. 

Исбат олунур ки, схемин дајаныглығы үчүн зәрури 
вә кафи шәрт 


= (Ах, х), ухеНу (19) 


В> 22 ва ја (Вх, х) > 


шоклиндо верилир. Бу, оператор-форг схемлоринин 
үмуми нәзәријјәсинин әсас теоремидир (мүгијисә ет- 
мәли; А. А. Самарский „Теория разностных схем“) ки, 
о да ријази физиканын хүсуси тејомоли тәнликләри 
үчүн фәрг схемләринит тә. гигиндо јарајыр (УП фәс- 
лә бах). Фактик олараг $ 4-дә фәрг схемләринин ла- 
Јаныглығынын, һәм дә асимптотик дајаныглығынын, 
үмуми нозоријјосину н әсаслары шәрһ едилмишдир. 

Ш--У фәсилләрдә верилм. ш мә’л матлар хүсуси 
төрәмәли тәнликләр үчүн фәрг усуллары нәзәријјәси- 
нин өјрәнилмәсг нә кечмәјә асанлыгла гмкан верир. 
ҮІ фәсилдә белә схемләр: ән бир гисми--дүзбучаглы- 
да биринҹи нев сәрһәд шәртләри илә верилмиш П ас- 
сон тәнл јини вэ еллиптик тип тәнликләри апроксима- 
сија едон фәрг схемләри ө)рәнилир. Бурада һәм форг 
схемларин. н |ығылмасы, һәм дә онларын һәлли мэ- 
сәләләринә бахылыр. 

Икигат фәрг тәнликләри үчүн үмуми дајаныглыг 
нәзәријјәс' нин олмасы (У фәсил) саб-т вә дәјишән әм- 
саллы истилаккечирмо тэнла]и үчүн фәрг схемлоринин 
ҮШ фәсилдә верилмиш шэрїїгни асанлашдырыр. Бурада 
Памчинин чохелчулу мәсәлэләр үчүн сәмәрәлі (дә)1- 
шэн истигамэтли, парчаланан вз с.) схемләрә, ћомчи- 
нин мүрэккәб мәсәләләри даһа садә мәсәләләр арды- 
мыллығына парчаламаға вә ријази физиканыл чохел- 
чүлү мәсәләләр. нин һәлл: ни хејлл садолошдирмзја 
имкан верән үмуми ҹәм апроксимасе јасы прі нсипЕ но 
бахылыр. 

Гејл етмәк лазымдыр кг, китабын гсас мазмуну 
ваћед бахымдан шэрН едилар. Бу бүтөвлүк фәрг схем- 

“лэринин скелјар ћасело малик сонлу елчулу фәзада 
верилмиш оператор вә ја оператор-фәрг тәнликләри 
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кими шәрһи сајәсиндә әлдә олунур. Фәрг тәнликләри! 
үчүн итерасија үсуллары нәзәријјәсини вә дајаныглыг 
нәзәријјәсини гуран заман операторларын (матрислә- 
рин) эн садә хассәләриндән ‹истифадә олунур: ишарә | 
мүәјјәнлији, өз-өзүнә гошмалыг, мәхсуси эдэд вә век“ 
торларын бэ’зи хассәләри; операторларын структру 
һаггында һеч бир әлавә шәрт гәбул олунмур. Конкрет 

фәгг схемләринин истифадәсиндә гурулан нәзәријјә- 
нин бүтүн шәртләри чох мүнасиб олмушдур. УІ вә УИ | 
фәсилләрин материалы |6, 9] китаблары үзрә даһа там 

нәзәријјәнин өјринилмәси үчүн әсас ола биләр. 


1 фәсил 
ФӘРГ ТӘНЛИКЛӘРИ 


Бу фәсилдә там ододи аргументли шәбәкә функ- 
сијаларм вә икитортибли фәрг тәнликләри өјрәнилир. 
Шәбәкә функсијаларынын вә фәрг операторларынын 
®]рэнилмэси үчүн чох садә ријази апарат шәрһ олу- 
нур. Икитәртибли фәрг тәнликләринин һәлли Үчүн 
говма үсулу адланан |охетмә үсулу тәтбиг олунур. 

$ 1. Шәбәкә Функсијалары 

1. Шэбэкэ функсијалары вэ онлар үзәриндә әмәл- 
ләр. Мо'лум олдугу кими, тәгриби үсулларда, адәтән 
кәсилмәз аргументли функсијалары дискрет аргумент- 
ли функсијаларла — шәбәкә фунхсијалары илә әвәз 
едирләр. //әбәкә функсијасына там әдәди аргументли 
функсија кими бахмаг олар: 


Еу ИО, 29714607 


У(й) үчүн диференсиаллама вэ интеграллама әмәллә- 
ринин дискрет (фэрг) аналогларыны дахил етмок олар: 

Биринчи тэртиб төрәмәнин аналогу биринҹи тәр- 
тиб фәргдир: 


Ду, = уц — Уг— сав фәрг; 
УУ, = У, = У, — сол фәрг; 
1 1 . 
Ву, = -; (ву, + у) == <> (Ура — 1) —маркози фәр; 
бурадан асанлыгла кө; мәк олар ки, Ау,- ЖУ? 
Сонра икинчи тәртиб фәргләри до јазмаг олар: 
| А: ААУ) = Аб У) Уа Зу Ур 
Ату Абу = (Уа = уд (9-9 1) 


Ра Е 
демәли, 
Ағу, = Ату, 
22 


Аналожи гајда илә Ур Уа) -:-› Ут ГИ|мэтлэрини 
өзүндә сахлајан т тәртибли фәрг тә |нн олунур: 
Ату, = А(Ат-1 у), 
Ајдындыр ки, 
% 


і 
Ауа Б Луй сер Ес аа 
јек і-к 

2. Һасилин диференсиалланмасы вә һиссә-һиссә 
интеграллама дүстурларынын фәрг аналоглары. Ту- 
таг ки, у, вә ©, ихтијари там гијмәтли аргументин их- 


тијари функсијаларыдыр. Онда, ашағыдакы дүстурлар 
догрудур: (е 
Му) = ући о Ау, = У 49 РОДУ, (1) 
У(9/9) = Уа Уб уу, = Уунд, уу, (2) 
Бу дүстурларын доғрулуғуну билаваситә Јохламаг 
олар. Мәсәлән, 
А(у ш) = Уна — Уи 
ОУ Ша О) оа (У == У = 
= удица — У, = А(у,0)- 
у(у/0) үчүн дә ујғун дустуру чыхармаг үчүн у(у/9) = 
= А(у, 19, |) олдуғуну нәзәрә алмаг кифајәтдир. 
(1), (2) дүстурлары (у(х)э(х))” = уә” -- әу! ћасилин 
диференсиалланмасы дүстурунун гн логларыдыр. 
Һиссә-һиссә интеграллама дустурунун аналогу ћис- 


сә-һиссә чомломо дустурудур: 
121 М 


У уА,--У өл + (ут) — (уде (9) 
1-0 


= 
Бу дустуру ашагыдакы кими дә |азырлар: 

А м1 

> ут = Ў ит, Кумату Уо (0) 

1=1 = 
(3) дүстуруну чыхармаг учун (1) дустурундан исти- 
фадо едәк: 

Аю, А(уго) — т ,Ау,= АУ) — © ууу, 

чүнки Лу, = уу, |; бурадан аларыг: 
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х— 


‚ У -0 оларса, онда ући = 
5 


9 дүстурундан чэмлэрин ћесаб- 
етмок олар. 
х 


ШОРТ һиссә чамлоћ 
-ланмасында истифадә 


= 1:55:55 > 12! ҹәмини Весабламалы. 


Е 
79,--і, уу; = 2! гәбул едәк. Демэли, 


Уи У ано 
ј=1 


э» =2—2\и көтүрәк; онда у,-0, 9 =0, До, =1 
© лдугундан (3)-дән 


1=0 


25 үз ізі габул ё едәк. Онда т, = 9, у - (#4-1)= 
ВЕ... (14:19) = (0, —1) + (і) 
эр, 9,-00)-014-(1--1)/9, Әри 2Фү--0 шортин- 
дән сечәк, Бк т, МО 1): (3) дүстуруну 
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тәтбиг едәрәк у,-- 0, Фу--0, уу, =1 олдуғуну нәзәрә 
алсаг, тапарыг 
м1 КМ М 
51 2 Ц1--1)- 2 удо = — У эму, = 
=] 1-4 


ігі 


№1 
М се ЦЕНЕ) 
7 р > 


ҮГ ВЭ: с ОМОТА 
ПАУН я СЕ 


демәли, 5 = (к= 1) (Х--1). Бурадан чыхыр ки, 


х 1 
р.м з У = Колды 


ізі - 1-1 у 


$2. Фэрг тэнликлэри 


1. Фәрг тәнликләри. у,--у(0)(1--0, +1, +2,...) 
шәбәкә функси]асына нэзэрэн хәтти олан 
аду + а (0504-1) +... а„(дуа--т) = О (1) 
тәнлијинә т тортибли хәтти фәрг тәнлији дејилир, 
бурада а, (2) (= 0, 1, ..., т) вә /(4)-верилмиш шэ- 
бәкә функсијаларытыр; а,() = 0, 4, (2) = 0. Бу тәнлик 
у(ї) функсијасынын 71-11 сајда гијмәтини өзүндә сах- 
лајыр. 

ду, А?у,,..., Ат-іу, фәргләрини |тә јин едән дүс- 
турлардан истифадә едәрәк у, Уш»... Ушур ГИ]- 
мәтләрини у, вә көстәрилән фәргләрлә ифадә етмәк 
Олар: уда = у-ЕАу„ Унэ АУ, Рун, — у, = 49,4 
+ 2Ау, + у, вә с. Нәтиҹәдә (1)-дән т тәртибли фәрг 
тәнлијинин јени јазылышыны алырыг: 


(Ву, Е а (0) Ау, Ё... а, (ДАТУ, 
Ес 1-0, +1, 32,... (9) 


(„форг танлији“ термини елә бунунла изаһ олунур). 
Әҝәр ар, 4ђ,..., а, эмсаллары і-дән асылы дејилсә, 
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т 


ал550 ва а, =) оларса, онда (1) тәнлији сабит әмсал- 
лы т тортибли хәтти фәрг тәнлији адланыр. 

т = 1 олдугда (1)-дән 

аду, аду = ХО, 8,050, а(0550, (8) 
биртәртибли фәрг тәнлијини, т = 2 олдугда исә 
аҳду, + а (уц +а(уд Ў), 4 (0550, а, (0) 0. 
икитәртибли фәрг тәнлијини алырыг. 

Биз биртәртибли вә ики тәртибли фәрг тәнликлә- 
ринин өјрәнилмәси илә кифајәтләнәҹәјик. 

2. Биртәртибли тәнликләр. Биртәртибли (3) фәрг 
тәнлијинә бахаг. у, = у, + А У;-ни јеринә гојуб 


а, (у, + а (Ау, = 700, ао= а-а 
алырыг, 

Биртәртибли фәрг тәнликләринә ән садә мисал 919- 
ди силсиләнин һәдләринӣ тә’ јин едән Уа = Уа. вә 
һәндәси силсиләнин һәдләрини тәјин едән Ули = ФУ; 
тәнликләри ола биләр. 

(3) тәнлијини ашағыдакы шәкилдә Јазаг: 

Уна = 93,1%, (4) 
бурала 9, = — ада (0), %, = Х0/а (4). Бурадан көрү- 
нүр ки, әҝәр у(4,) гијмәти верилмишсә, # > 4, олдугда 
У(4) һәлли биргијмәтли то'јин олунмушдур. Тутаг ки, 
2 = 0 олдугда у, = у(0) верилмишдир. Онда у, у,, У 
+++, гијмәтләрини тапмаг олар. ул у,_|,..., Уүглэри (4) 
дустуруна көрә ардыҹыл ох едәрәк. 


Уа 744412497 А Ф А 91195 + 
А 


Јахуд 


к=0 


1 - 1 4 
эы = (п 22 2: ( П 2 + +9. (5) 
к=0 Ч 


з=к+1 
аларыг. Бурадан сабит эмсаллы (4, = 4) тәнлик үчүн 


1 
ауа ЭА аы © 
к=0 
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је'ни сабит эмсаллы (4) фәрг тәнлијинин һәллини алы- 
рыг. 

3. Биртэртибли бәрабәрсизликләр. Әкәр (1) вә Ја 
(2) типли ифадәләрдә бәрабәрлик ишарәләрини <, >, 
<, > кими бәрабәрсизлик ишарәләри илә әвәз етсәк, 
онда т тәртибли Фәрг бәрабәрсизликләрини аларыг. 
Тутаг ки, биртәртибли фәрг б:рабәрсизлији верилмиш- 
дир: 

У <9У, ЕЎ, 4-0, 1, 9,...,420; (7) 
умумилији позмадан сонралар һәмишә 4 > 0 олдуғуну 
фәрз едәҹәјик (ур, 4, /,-ләр мэ’лумлур). Бу бәрабәр- 
сизлијин һәллини» тапаг. Тутаг ки, 0: 


За = 9%; Еј =, 1.2. 25-9 (8) 
фәрг тәнлијинин һәллидир. Онда, ашағыдакы ги|мэт- 
ләндирмә доғрудур 

у, <%,. (9) 
Доғрудан да, (7)-дән (8)-и чыхараг 
Ут а © 40; — 2) < Ф(у; 1 015)... 
<...4% (у —%) =0. 
тапырыг. 9;-нин ашкар ифадәсини (9)-да јеринә јаза- 
раг 


1—1 
у.<4у+ У Ман ја Ол, 9; М (10) 
к= 
алырыг ки, бу да, (7) бәрабәрсизли]инин` һәллилир. 
4. Сабит әмсаллы икитәртибли тәнликләр. Әмсал- 
лары і-дән асылы олмајан икитәртибли фәрг тәнлији- 
| нэ бахаг 
ОО су, ғау, =], #=0,1,,..., а-<0, 6/0 (11) 
Әкәр Л, = 0 оларса, онда 
буна Уау =0, 4-0, 1,..., (12) 
тәнлији бирҹинс тәнлик алланыр. Бу тәнлијин ћолли- 
ни ашкар шэкилдэ тапмаг олар. 
Тутаг ки, у,-бирчинс (19) тенлијинин һәлли, у; 
исә бирҹинс олмајан (11) „тэнли]инин һәр Һансы һәл- 
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лилир. Она онларын у, = 
олма]ан тәнлијин һәллидир: 
(у Уа) — ебу НУ) (у Њу) = 
Ёс Унд Са [буи — су + ау Л. 
Бу хасса (11) тонлијинин хоттилијинлон алынан нэти- 
чәдир вә ихтијари тортибли фәрг тонлији үчүн до өз 
күчүндә галыр. А|-ын;ыр ки, скор У, бирҹинс (12) 
тәнлијинин һәллидирсә, онта су, (с--ихти|ари сабитдир) 
дэ бу танлији елојир. 

Тутаг ки, у() вэ у (19) тәнлијинин һәр һансы ики 


һәлли “ир. Бу һәлләр о вахт хәтти асылы олмајан 
адланыр ки, 


суб су = 0, 1-0, 1, 9,... 


бәраб-рли|и анҹаг с, = с, 0 олдугда ө-әнилсин. Бу 
Она еквивалентдир ки, 


су ђе 
4 2 9 
СУУ ал буй нг 0, т= 1, +2,... 


РУ: чәми дэ бирчинс 


системинин гетерминанты бүтүн 4, т-лор үчүн сыфыр- 
дан фэрглилир, Хусуси ћалда, 
Е. 
Ду +0. 
МОН (0: уй) 
Ул Уба 
Диференсиал тәнликләр нозоријјосиндоки кими (19) 
Фәрг тәнлији учун дә умуми ћолл анлајышыны дахил 
етмәк олар вә көстәрмәк олар ки, у{!), ур) хэтти асы- 


лы дејилсә,. онда (19) тәнлијинин үмуми һәлли 
= суй 2 
У = ау бур, 
шэклиндэ олур, бурала с) вә с»—ихтн]ари сабитләр- 
дир, Бирчинс олмајан (11) тенли]инин үмуми һәллини 
У = суу) СУ ЊУ (19) 


Інәклиндә көстәрмәк олар, бурада у/—(11) тонлијинин 
һәр һансы (хүсуси) бир Вэллитир. сү во Сони тэ’ин 
етмәк үчүн диференсиал тәнликләргә оллуғу кими 
әлавә шәртләр—башланғыҹ вә ја сәрһәд шәртләри 
верилмэлитир. 
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НАРА ыты = 


(12) тәнлијинин хүсуси Һәллини ашкар шокилјо 
тапмаг олар. Бу һәлли У, 9? (бурада 4 --0--һәләлик 
намо'лум әләдлир) шаклингэ ахтарачағыг. (19)-дә 
У, = 4% іазлыгтан сонра 64? — сд +а=0 квадрат тән- 
лијини алырыг ки, онун да көкләри ашағыдакылардыр: 


го рар, _ 2 М2 дар 
т = 2? (14) 


1) = с? даь дискримнантынын гијмәтләриндән асы- 
лы олараг үч һал мүмкүндүр: 


1) Ю = с даб > 0. 9: ВЭ 9. көкләри һәгиги вә 
мүхтәлифдир. Онлара Е. УФ = 45 хүсуси һәллә- 
Ри ујғундур; бу һәлләр хәтти асылы дејил, чүнки 
Сар ХЭ 
й а 0100—41) +0. 

2 2 
Көрдүјүмүз кими, 9:5-0 вә ‘9,520, экс һалда а= 0 


‘оларды вә (12) тәнлији икитәртибли фәрг тәнлији ол- 24 
мазды. (12) Тэнли]инин умуми ћолли беләлир: 


Арка 


У, = 619% 654%. (15) | 
2) О = (2 440 <0. Квадрат тәнлијин гошма-ком- 


плекс көкләри вар 


с НИТЬ СААР 
үе: өн, да = 200533 


бурада /—хәјали ваһиддир. Бу кеклори ашағыдакы 
шәкилдә кестормок элверишлидир: 


20156 пар ша И Ёо У] 2] 
67, 0 = ре, р= аа = 
Ф = 2 = ри Р || 7 9 = агсір = 


Р.(с058:2-1 ісіп (29) 


= 2 %(с0586--ісіп Вэ) 

Функсијалары илә борабор, ћомчинин 

д ) == ресоѕ ёф, у= “зіп ёт 

Е Функсијалары да хүсуси һәлләрдир. 8189 вә сов 6 
Функсијалары хәтти асылы олмадығындан УФ вә уе 

| Функси]алары ла хәтти асылы дејил. Үмуми һәлл 
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Ук = ф(сү соз Ёф -- сузїп Ё®) (16) 
шәклиндәдир. 
) О=с?—4ай=0. Көкләр һәгиги вә ејнидир: 4,— 
= 9: = (20) = ду. 
э® =, у = 
һәлләри хәтти асылы дејил. 
Көстәрәк ки, У) (12) тәнлијинин һәллидир: 
бу, -суд ауд-ы ан. сваб > 
а(#— 1)467' = 3 (24673 ск адк 


+ (040 —а) 87 = 0 


840 (17) 


2 


чүнки 092 —а =6 


4 "ых 
467" (24-1) ду 
олдуғундан (17) һәлләри хәтти асылы дејил вә үмуми 
ћ 


Элл 
У, = 6106 + сай 


= 10 


кА — 


шәклиндәдир. 

5. Мисаллар. Икитәртибли -(11) фәрг тәнликләри- 
нин һәллинә аид мисаллара бахаг. 

ЈЕ Укы — 2ру, Њу, 1-0, а=ђфђ=1], с=2р> 0 
тәнлијинин үмуми һәллини тапмалы. 


Үч һал ола биләр. 1) р<1. р=соѕа гәбул едәк; 
онда / = 4(соѕ2а — 1) = — 45іп2а < 0, Хүсуси һәлләр 


- ашағыдакы шәкилдәдир: 


УР = соз ёа, уб)= тра. 


2) р> 1. р=сһа гәбул едәрәк, 4-нү тәјин етмәк 
Үчүн 9° — Әсһа44-1--0 квадрат тәнлијини алы; ыг; онун 
дискриманты 2 = А(сћа — 1) = 45125, көкләри исә 
912 = Сһа = зћа = ех шәклиндәдир. 

УФ = сћ ба, У) = зн Ба 
Функсијалары хүсуси һәлләрлир. 

8) р= 1. Бу һалда 43-24--1-0, 912 1, хүсуси 
һәлләр у@) =], У = Б, үмуми һәлл исә 
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ао 

5. УУ уулс 
тәнлијинин һәллини тапмалы. 

Дискриминант 0 = 1-8 = 9, “көклэри исә 4, „= 
= (1 3)/2, 4, =2, 4, = —1 олар. Умуми ћолл бу шэ- 
килдэдир: 

у си ас). 

8. Уе Ук бу, 858, (18) 
тәнлијинин үмуми һәллини тапмалы. 

Бирчинс олмајан тәнлијин үмуми һәлли бирҹинс 
тәнлијин ук үмуми һәлли илә бирҹинс олмајан тәнли- 
јин у; хүсуси їэллин н У. = у, + у ҹәминә бәрабәр” 
дир. Әввәлҹә оине тәнлијин үмуми һәллини тапаг, 
Дискриминант = 1-94 = 9520 вә 4'—4—6=0 
кв: тәнлијинин көкләри исә 4, =3, 4, = — 2 ол р, 
37-85 у2-1(-2)5 Хүсуси һәлл укны у= 

арачагыг, бурада с = сопві, у, = 

Јеринә ]азсаг, 

К 6.21) = с. овд) = овы с= —1 
(18) тәндијинин үмуми әлли 

Ук = с 3: --с(— 2) — Ок, 
6. Дәјишән әмсаллы икитортибли фэрг тэнликлэ- 


р їн мәсәләси вә сәрһәд мәсәләси. Дәјишән ом- | 
саллы фәрг тәнлијинә бахаг : 


у 691-4, у=), 8,550, 5,550, 42-00, 1, 2,:12 
(19) 


0 олдуғундан (19)-дан ашагыдакы рекурент муна- | 
алырыг, 


азау +], | 
уд = теі, 8,350. (20) 


Уна 89 У, ти у, илә вә һәм до биртэртибли во ики- 
“тэртибли фэрглэрлэ ифадә едәк. Онда (19) тәнлији 

уу, + (6,—а,) Ау, (; — а ву = ј, а, 50, 60 
_ Шэклиндэ јазылар. 


зц 


Биртэотибли фәрг тәнлијинин ћолли бир ихтијари 
сабитдон асылы олур вэ о вахт биргијмәтли тэ’ин 
едилир ки, бир әлавә шәрт, мәсәлән, уџ = су шәрти 
верилмиш олсун. Икитәртибли тәнлијин һәлли исә ики 
ихтијари сабитдән асылыдыр вә ики әлавә шәрт ве- 
рилдикдә ону тапмаг олар. Һәр ики шәрт ики гоншу 
нөгтәләрдә верилмишсә, бу мәсәлә Коши мәсәләси 
адланыр. Әҝәр бу ики шәрт ики мүхтәлиф нөгтәдә 
(гоншу олмајан) верилмишсә, онда сәрһәд мәсәләсини 
аларыг. Биз әсасән, сәрһәд мәсәләләри илә мараглана- 
чағыг. 


Ду = уы — 091-6491 
ишарәләнмәсини дахил едәк вә бу мэсэлэлэри этраф- 


лы ифадә едәк. 
Коши мәсәләси: 


уу 100 ла (21) 

тәнлијинин һәллини С 
№ (22) 
элавэ шэртлэри дахилиндэ тапмалы. (22) шартларинин 
икинчисини башга чур јазмаг олар: Ау = у; — у = 
= № — № = ра Во демәк олар ки, Коши мәсәләсиндә 
бу шәртләр ејни бир 2--0 нөгтәсиндә верилмишдир: 


у=, Дуо р (9%) 
_ Сәрһәд мәсәләси: 
(575551) а ОМ 
| Тэнли]инин һәллини | 
2 Уо = в. Ур = Мег (23) 


_ әлавә шәртләри дахилиндә тапмалы. 
1= 0 вә #= М сәрһәд дүјүн нөгтәләриндә анҹаг 
функсијанын гијмәтләрини дејил, һәмҹинин онларын 
фәргини вә комбинасијаларыны да вермәк олар, |э’ни 
2—0 олдугда а, А у, + у вә #= М олдугда азу у + 
+ Ву» ифадәләринин гијмәтләрини вермәк олар. Бу 
шэртТлэри 


| У = у ва | Уул њу 
“шәклиндә јаза биләрик. Әҝәр 
182 


+ (24) 


0 оларса, онда 


1: 


| 


3 биринчи нов сәрһәд шәртләрини аларыг; х= 1, х= 
= 1 олдугда икинчи нов сәрһәд шәртләрини алырыг: 


Ауу-- м, туу = 0. (25) 


Экэр 12320; 1 оларса, онда (24) шэртлэрини учунчу 
нев сәрһәд шәртләри алландырырлар: 


— А у (1 — м) у =, 


(26) 
ху Ум + (1 — кун = Њу 


башга, бу сорћод шортлоринин комбинасијасы, 
0 олдугда бир типли сәрһәд шәртләри, і = № 
исә башга типли сәрһәд шәртләри илә вери- 
мәсәләләри мүмкүндүр. 
эласинин Һәлли билаваситә (21) тәнлијин- 
‚ башлангыч шәртләри нәзәрә алын- 
ру илә тапылыр. Сәрһәд 
өккэб үсулла—јохетмә 
ашағыда шәрі олунаҹаг. 
. ләр үчүн сәрһәд мәсәләсинин 
шәкилдә тапыла биләр. 


ПО ТМТ у =0, у = 0. (27) 
ин һәллини тапмалы. 
Зу; фу; = 0 бирҹинс тәнлијинин 
гу,=< 62 шәклиндәдир. Азу, = 
= 1 бирҹинс олмајан тәнлијинин ў? 
ини у; = сі? шәклиндә ахтараг. Бу-ифадә- 
индә јеринә јазараг, Азу; = с((2 4-,1)2— 
2) = 1 тапарыг, је'ни с= 1/9, демәли, 
БА 152. сі вә срни 1—0, і= № 
верилмиш сәрһәд шәртләриндән: у,-- 
ЭМУ №12 = 0, с,---- №2 тапмаг олар. 


ЕЕ 
2 2 


мәсәләсинин ћоллидир. 
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- гу + КМ —5) 


8 3. Икитәртибли тэнликлэр үчүн фәрг сәрһәд 
мәсәләләринин һәлли 


1. Фәрг сәрһәд мәсәләләринин говма үсулу илә 
Полли. 
ауыт С, уда = Јо 4,7-0; 6,320, 
:=12,... М— 1, (1) 
Уо = у, Ре Ум = Ук + 


сәрһәд мәсәләси (№ -- 1) Х (Л + 1) өлчүлү үчдиагонал- 
лы матрисә малик хәтти ҹәбри тәнликләр системиндән 
ибарәтдир: 


ГІ — 0... 405 102; 0 0 
| ата 


0 0- 50255040 ОЕ И 
(1)-ин әвәзинә 


Ау= ў, у= (уь Уь..., ў), /--(ім. 
Ди +++, Ўн, ва) (2) 
јазмаг олар. Биринҹи сәрһәд мәсәләси үчүн ујеун мат- 
рисин өлчүсү (М— 1) х (Л — 1) олур. 

(1) сәрһәд мәсәләсинин һәлли үчүн говма үсулу 
адланан ашағыдакы јохетмә үсулундан истифадә етмәк 
олар. Фәрз едәк ки, 


У = Уы Ын аж! 
мүнасибэти доғрудур; бурада буур Вә Ва намэ’лум эм- 
саллардыр. у, = ау, + Ё,-ни (1)-дэ Јеринә јазаг; 


(аза —с,)у, – буда = — (А-а, 8), 
бу ејпилији (3)-лә мүга|исә едәрәк 
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ЕЈ, 


с — а; а 


би = 


СЕН (5) 


парыг. а, 8,-и то'јин етмок үчүн #= 0 олдугда сэр- 
д шэртиндэн истифадә едәк. 1-0 үчүн (3) вә (1) 
дүстурларындан 

р =, =. (6) 
23 Ви билэгэк вэ (4) вэ (5) дүстурларында і-дән 
-Ә кечмәклә бүтүн 1--9.3,... М-ләр үчүн аг вә 
“ТӘ ин едәк. (3) дүстуру илә һесабламалар 1--1- 
кечмәклэ (јо'ни у, |-и билграк, Уни тапарыг) 
лыр во бу һесабламалагы башламаг үчүн эввэл- 
9 еМ лазымдыр. у,-и ух = у ЊЕ, сэр- 
гартинд: н вә #= М—1 олдугда (3) шэртиндэн 
ДОК: Ук = ауу 4-8, 
тапыГыг 


(7) 


ыны бир јерә Јығаг вә он- 
рдычыллығына көрә јазаг; 


.  #=12..., М—1, а=~; (8) 


5 1--1, 2,...‚ М—1,=ь,; (9) 


(10) 


Әләри һесабламанын истигамәтини көстәрир: 
реси /-дән (24 1)-ә, (<) ишароси (2 - 1)-дән 


әликлә, икитәртибли тәнликләр үчүн сәрһәд мо- 
биртәртибли тәнликләр үчүн үч дәнә Коши мә- 

ә ҝәтирилди. 

овма усулунун да)аныглыгы. (8) вә (10) каср- 

н мохрочлари сыфра чеврилмирсә она говма 
рыны тәтбиг етмәк олар. Бунун үчүн кафи 
ғыдакы бэргбэрсизликларин өдөнилМасидир: 
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|< а, Е в... М, 


а |<1, ра |< 1, [а | +] [< 2. (11) 


Көстәрәк ки, (11) шәртләри өленилдикдә с,— ам, вэ 
1--а,%, мәхрәҹләри сыфра бәрабәр олмур вэ 


Е ом (12) 


15,| «1 олдуғуну фәрз едиб көстәрәк ки, |а,, | «1, 
онда буралан вэ |а | -|»,| <- 1 шәртиндән (12) глына- 


чаг. |2, — аа, | — 16, > | |— |а, | 8 16 2 ја, | (1— 
— |@,|) >0 фәргинә бахаг, демәли, Іс-аш|>15|>0 
вә |а, || =|6, |||, — аа, | < 1. 


Геј едәк ки, һеч олмаса бирг=—6 нөгтэсиндэ 
> [а,,14+16,| арта етаниларсе, 12, шэртини 
өдәјән бүтүн і-ләр үчүн вә һәмчинин (= № үчүн 
|] < 1 олачаг. Онда |1--а,%,| > Ме || | а 
— а | > 0, вз || +|»,| < 2 шәрти артыг олур. Ім|< 
< 1 оларса, онда | аҹ | <1. Лакин [х|| = 1 олдугда 
|| < 1 вә [а | < 1. Буралан глырыг | 1—дү%„>1— 
— |ау||®[|>1— |», > 0. Беләликлә, (11) шэртлэри 
өләнилдикдә (1) мәсәләсинин Јеҝанә Вэлли вар ки, бу 
һәлл дә (8) — (10) говма дустурлары илә тапылыр. 

(8) — (10) дүстурлары илә Песебламалар ЕҺМ-дә 
тәгриби, сонлу сајда гијмәтли рггәмләрдэ апарылыр. 
Јуварлаглашдмрма хәталары һесабына фактик Олараг 
(1) мәсәләсинин һәлли олан уг функсијасы дејил, һә- 
мин мәсәләнин һәјаҹанланмыш СУ Ж Эс омсал- 
ларына 7,, в, в, сағ тәрәфләринә ујкун у, һәлли та- 
пылыр. Тәбин олараг белә бир суал орта|а чыхыр: 
һесабламаларын кедишиндэ | варлаглашцырма хэта- 
сынын бејумоси догиглијин итмәсинә, һәм до тә” ин 
олунан кәмијјәтләрин артмасы нәтиҹәсиндә Несаб- 
ламаны давам етдирмәјин гејри-мүмкүнлүјүнә кә- 
тириб чыхара билэрми? Буна мисал олараг 42>0 
олдугда у, = у; дүстуру илә у,-нин тапылма- 
сыны көстәрмәк олар. у, = 4%), ОлдувУндан ихтијари 
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о Үчүн елә м, көстәрмәк олар ки, у, машын сонсуз- 
Угу олсун. Јуварлаглашдырма хэтасы һесабына _ фак- 
ик олараг у,-нин дәгиг гијмәти дејил уд = у, +7 
ли]индэн тэ’]мн олунан у; гијмәти тапылыр; бурала 
јуварлаглашлмрма хәтасылыр. бу, = у, — у, хәтасы 
бу: = абу, + 1(5=0, 1,...,8у, =) тәнлијани 
‚ ву =4% + (45 — 1)/(4 — 1)дүстурундан керу- 
бу, хәтасы > 1 олдугда і-нин артмасы илә 
л артып. 

| үс луна гајмдаг вә көстәрәк ки, |5,| < 1 ол- 
бејумур. Доғрудан да, у, = а Уа +, 
Уны + Ватдон чыхыр ки, ӛу,- бил Уны 

Фуа ж |$у, а |, чүнки, [а [< 1. 

н кедишинт ж, |, 8,,; әмсалларынын 
ы нэзэрэ алсаг, онда көстәрмәк 


М дујунлзр сајынын квадраты илә 
жесін, 


ішдырма хәтасыдыр. Бурадан мә- 
олунан дәгиглији, илә тонликла- 

әтли рәгәмләри сајы арасындакы 
ки, е№2==. 

н диҝәр вариантлары. у,-ләри 
сағдан сола тә”|ян е (ан јухары іа бах- 
(10) говма үсулуну сағ говма адланды- 
жи олараг сол говма дүстурлары јазы- 


а = М--1, М—2,....2,15 => 


ч 2» 
(18) 

Ем, у = в, 
(14) 
элн, 8-0, 1... М-1, Ана, 
(15) 
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Доғруган ла, уду= 51 у, | "ад Гобул езкб (1) 
дән уи јох елок; 


сауы (Вал — 6) у тр 


јахуд 

ср — бр Бал ср бр Щщ 

алырыг. Буну у,-%у; ‚+В, дустуру ил» мүгајнсэ 
едәрәк (18) вэ (14)-ү алырыг. у, гијмәтини у, = => у 
м шэртиндән вә %=ёу,--*, дүст,рларындан тапа- 
рыг. |с, 6,5. 11216,1 -І 5 4:1 141--10,(1-- 
— а), |1— ба! 21-15 | бәрабәгсизликләрин- 
дэн керунур ки, (11) шәртләри сол говма дүст рла- 
рынын тэтбиг олуна билмосини вэ онларын ћесаблама 
дајаныглығыны тэ!мин едир, чүнки (5| «1 (1=1,2,.. 
К): - 

Сол вэ сағ говма үс “лларынын комбинасијасы гар- 
шылыглы говма үсулуну верир. Бу усулда 0<і< 
< 6+1 областында (8), (9) лүстурлары илэ а, 8, 
говма әмсаллары һесабланыр, д << М областында 
исә (13), (14) дустурлары илә %, вә з; тапылыр. # = {у 
олдугда һәллэрин (10) вә (15) шәклиндә гошулмасы 
апарылыр. 


У, = “ын Уа ыы» Увы = Ша) а 

дүст урларындан тапарыг: 
Зуу 

Жылы рсе 5, 
1а 
Бу дустурун мэ’насы вар, чүнки (11)-э көрә |, | вә ја 
| цагдан һеч олмазса бири ваһиддән кичиксир ки, 
бунун нәтиҹәсиндә дә 1— ара а > 0 олур. у,-ы би- 
ләрәк # < {у олаугда (10) дустуруна көрә, 2», ол- 
дугда исә (15) дустуруна керо бутун у;-ләри тапмаг 
олар. # > іу вэ #< 6 һалларында һесабламалар бир- 
бириндэн асылы олмадан апарылыр (ћесабламалар па- 
ралеллашир). Мәсәлән, у,-ни анчаг бир ду]ун нөгтәсин- 
дэ, јуни і--і,-да тапмаг тәләб олунарса, бу һалда 
гаршы-гаршы]а говма у элверишлидир. 
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21-1 о 


54. Фәрг тәнликләри оператор тәнликләр кими. 


1. Хәтти фаза.“ х, у, 2.... елементләринин Н 
(вуна бахаг, белә ки /7-дан олан һәр бир х вә у 
ентләри чүтүнэ музон гг|.а илә онларын ҹәми 
ан вэ 2 = х-– у кими ишарә ол нан үчүнчү бир 
ІН. елементи гаршы гојулур; һәр бир ХЕН еле- 
инә вэ һәр бар А эдэдрна Х-ин А әдәлинә һасили 
анан вә и =А^х кими ишарә олунан ИЕН елемен- 
шы гојулур. 
ІН. чохл ғу о вахт хәтти фәза а'ланнр ки, онун 
,2,... елементләри үчүн тэ?) н олунмуш топла- 
вэ әдәдә вурма әмәлләри ашағы`акы аксиомлары 
ин: 
х--у-у--х ихтијари х, уЄ Н үчүн (топлама- 
комм, тативли]и); 
) (х--у)-4-2--294-(у--2) ихтијари хүугЄН 
(топламанын ассосмативлији); 
) 0 кіми ишарә олунан елә „сыфыр“ елементи 
р Ки, ихтијари ХЕН үчүн х--0- х; 
`4) ихтијари х= Н елементи үчүн елә (— х) экс 
ементи вар ки, Х (— х) = 0; 
1. х= х; 
(кр)х = А (шх) (вурманын ассосиативлији); 
7) Ме у) = Ах Ку (Ах =Ах-ых (топлама- 
н зорэн вурманын дистрибу тивлик хассәси), бура- 
ал вә -ихти|іри әдәдләрдир. 
Хәтти фәзанын елементләри үчүн комплекс әдәдә 
в рма әмәли то'јин олунму шса о, комплекс фәза, ан- 
Вогиги әдәдә вурма тәјин олунму шса Лагиги фаза 
аныл, с 
әтти Н фәзасынын х, у, 2,... елементлэрини век 
орлар адландырырлар. 
.,хк векторлары о вахт хәтти асылы 
ајан азланыр ки, 

сх, +... ху =0 (1) 
бэрли]и анҹаг с, = С =... = Сұ = 0 олдугда өдә- 
ин. Әкәр һамысы ејни заманла сыфра бэгабэр ол- 
елә Сү, бу ..., Сұ-ләр тапмаг оларса ки, (1) бә- 
ли] өдәнилсин, онла Хү, Х,,...,Ху векторлары 


* Бах, мәсәлән, Ильин В, А, Позияк Э. Г. Линейная алгеб- 
» Наука, 1974. 
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хәтти асылы алданыр. Н хәтти фэзасынын хәтти 
асылы олмајан векторларынын максимал сајына (әҝәр 
варса) М фәзасынын елчусу де|глир. Хәтти асылы 
олмајан векторларын сонсуз чохл; ғуна малик фәза 
сонсуз өлчүлү адланыр. 
Н фәзасы о вахт нормаллашмыш фәза аллғныр ки, 
һәр бир хе- учун онун нормасы алланан вә ашағы- 
дакы шәртләри өлгісі |ж) һәгиги әләли тәјин 
олунмушдур: 
1) х 0 олдугда |х) 20: х = 0 оларса, |х| =0; 
2) 1х-уі<(|х|--іу| (үчбучаг бәргбэрсизли- 
и; 
3) їсхїї=|с|+ | х |, бурала с--әдәлдир. 
Сонлу елчулу һәгиги хәтти М фәзасы (сонл“ өл- 
чүлү комплекс хәтти /7 фәзасы) о вахт Евклид (уни- 
тар) фәзасы адланыр ки, орада һәр бир х, у вектог- 
лары чүтүнэ бу вемғорлгрын скал/ар һасили алланан 
(х, у) һәгиги (комплекс) әдәди гаршы го) лм: шдур 
вэ ашагыдакы шэртлэр едэнилир: 
Евклид фәзасы учун: 
1) (х, у) = (у, х) (симметриклик): 
2) (х +, у) = (хь у) + (ха, у) (дистриб, тивлик); 
3) (1х, у) =А(х, у) (бирчинслик), бурада ^—ихти- 
Јари һәгиги этэлдир; 
4) экэр х5 0 оларса, онда (х, х) > 0. 
Унитар фәза үчүн: 
1) (х у) = (у, 2); 
2) (х,4-Х,, у) = (х У) + (ха, у); 
3) (хх, у)--“(х, у), ихтијари ^ комплекс әдәди үчүн; 
4) х5 0 оларса, онда (х, х) > 0. 5 
Керурук ки, лахил едилмиш (х, у) скалјар һасили 
Н-да | 
п И): (2) 
нормасыны доғурур. ы 
(х, у < (х, х) - (у, у), (3) 
Коши-Бун]аковски бәрабәрсизлији догрудур ки, ону 
да (2)-ни нәзэрә алмагла 
|(х, уу! 1-1» 


шәклиндә јазмаг олар. 
2. Сонлу өлчүлү фәзада хәтти операторлар. Тутаг 
ки, Н(х, у) скалјар Васили тэ’]ин олунмуш сонду ел- 
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лу хэтти фәзадыр. О илә Н-ын һәр һансы алт фә- 
ыны ишарә едәк, Әкәр һәр бир хє: /) векторуна 
_ МУ] н гај а илә И-дан олан у = Ах вектору гаршы 
лмушса, онда дејирләр ки, //-да А оператору ве- 
шиш”ир, РЕН чохл\гу А операторунун та’/ин 
асты алланыр вә Г(А) кими ишарә олунур. у= 
Ж, ХС- О(А) шэкдинлә олан бүтүн векторлар чох- 
уна А операторунун гијмотлор областы дејилир 

) кими ишарә олунур. Экэр (А) = Н оларса, 
дејирләр ки, А оператору М үзэриндэ верил- 
ир. 


Оператору о вахт хотти адланыр ки, о а) адли- 
‚ Јуни ихтијари ХН үчүн А(х, +) = 
"+ Ах,; б) бирчинслитир, јуни истәнилән х, 
иилэн с үчжн А(сх) = сАх. а) вә б) шортлори 
н Х\, ХЕ Л вэ истәнилән сү, С; одадлори учун 
ш) == С Ах + 1 Ах, шәртинин өлэнилмәсинә 


хт мећдуд алланып ки, ел» 
пмаг мүмкүн олс н ки, истәни- 


ІАх|<М|х(. (4) 


ини өдәјән /М әдәдләр чохлуғунун дәгиг 
| сәрһәдинә А операторунун нормасы де|илир вә 
кими ишарә олунур. 


Ах < | А. их]. (5) 
һәмишә // үзәриндә верилмиш, гијмәтләр областы 
(ЕН олан хәтти мәһдуд операторлара бахачагыг. 
А оператору Н-ы Н-а ин'икас етдирир ки, бу да 
--Н кими јазылыр. д 
Сонлу елчулу фәзаларга ихтијари хәтти оператор 
дуддур. 

Әкәр һәр бир УН векторуна Ах = у шәртини 
ән анчаг бир х Є М вектору ујғундурса, онда бу 
нлугла А-нын тәрси адланан А-! оператору то'- 
н олунур: А=1:// > Н. Тәрс операторун (А-1) то'- 
индән чыхыр ки, ихтијари х, УБ Н үчүн 


АТҚАх)-х, А(Ату) = у. 


с = А(Вх) кими то'јин олунан 2 операторуна А вә 
В операторларынын Ласили дејилир вә Г = АВ кими 
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ишарә олунур. Истэнилэн х= Н үчүн Ех = х оларса, 
онда Е-із ваһид (ејнилик) оператор дејилир. А-! вар- 
са ДА = АА“ = Е олар. АВ = ВА оларса, онда А вә 
В операторларына /ерини дәјишә билән операторлїр 
дејилир. 

Ајдындыр ки, А оператору хәттидирсә, онда А“! 
дэ хэтти операторлур. Ашагыдакы тэклиф догрудур: 

Хәтти А:Н— Н опергторунун тәрсинин олмасы 
учун зэрури вэ кафи шэрт, Ах--0 Паллинин олмасы- 
дыр. 

ур :Н-Н оператору о вахт А:Н->Н оператору- 
нун гошмасы адланыр ки, ихтијари х, уєеН үчүн 

(Ах, у)--(х, А*у) 
олсун. 

А оператору о вахт өз-өзүнэ гошмалыр (симмет- 
рикдир) ки, А=* (истәнилән х, УЕН үчүн 
(Ах, у) = (х, Ау)) олсун. 

А хәтти операторуну: (Ах, х) >0, (“е Н; х--0) 
олдугда мүсбәт, (Ах, х) >8|х|? (хен, 8> 0—эд- 
әддир) олдугда мүсбәт мүэ//эн, (Ах, х)>0 (хен) 
олдугда исә мәнфи олмајан адландырачағыг. Ихтија- 
ри А операторуну чам шэклиндэ көстәрмәк олар: 


ААА, А--(А- АЗ, А =-- (А А9, 


бурада Ау=А—езу-езуна гошма оператор, А) = — А; 
исэ чэпсимметрик оператордур ки, онун үчүн ћогиги 
фәзада (Ах х) = — (х,А1х) = — (Ах) олур вә бура- 


дін да (Ах, х)--0 алырыг. Она көрә дә ихтијари А 
оператору үчүн Н һәгиги фәзасында да истәнилән 
ХЕН үчүн 

(Ах, х) = (Ах, х) ‚ (6) 


бәрабәрли]и өдәнилир. 
Биз ашагыдакы оператор бәрабәрсизликләриндән 
стифадә едәҹәјик: 
А >20, әкәр бүтүн ХЕН үчүн (Ах, у) >0 оларса; 
А> 0, әҝәр бүтүн хЕН, х==0 үчүн (Ах, х)>0 (7) 
А>ФЕ, экэр бүтүн хЄ Н үчүн (Ах, у) > 6 | х | 7, 
бурада Е—ваћид оператордур. 


В>зА 
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бәрабәрсизлији, В--2А2-0, |ә'ни- ((8--о А)х, х)>0 
(бүтүн хе Н үчүн) шортинин өдәнилмәсини кесторир. 
Һәгиги фәзада А-- А* оларса, онда (6)/-дән чыхыр 
ки, А>0(А> 0) бәрабәрсизлији А, > О(А, > 0) бәра- 
бәрсизли|инә еквивалентдир. 
— Тутаг ки, А мүсбәт оператордур. Онда А-!: И-М 
эрс оператору вар вә А > 0 олдугда А-1> 0, А%-А 
дугда исә (А“')"=А“'. Догрудан да, Ах =0 тән- 
инин анмаг триваил һәлли варса, А7! оператору вар- 
едәк ки, х5-0 олдугда Ах = 0; онда х0 ол- 
да 0- (Ах, х) аларыг ки, бу да Х5-0 олдугда 
50, јахуд (Ах, х) >20 шәрти илә зиддијјәт тәшкил 
елоликло, А> 0 оларса, онда Ах = у тәнлији- 
Шо һәлли вар. 
тти операторун мэхсуси ги)мәтләри. Тутаг ки, 
калјар һасили то јин олунмуш Л елчулу М 
(4 верилмиш ез-езуно гошма операторудур. 
| Махсуси гијмәтләри һаггында мосо- 
етринин елә гијмәтләрини (махсу- 
тапмаг тәләб олунур ки, һәмин гијмәт- 


А =) (8) 
інс тонлијинин тривиал олмајан һәлләри (мәхсуси 
к орлар) олсун. Мохсуси гијмотлор һаггында хәтти 
Ордон мо лум олан әсас фактлары гејд едәк, 
Өв-өзүнэ гошма А операторунун № сајда &, &,. 
кими ортонормал мәхсуси векторлары вар: 

1 5= т 
о (9 
гун мәхсуси гијмәтләр һәгигидир вә мүтләг 
ринин артмасы сырасы илә |ерләшә билэр: 

1 О... А. (10) 


Әкәр А--мүсбәт оператордурсг, онда бүтүн {^,} 
си гијмәтләри мүсбәтдир: 

0-0) <^,<...< ћу. (11) 
дан да, ^, = (АХ, ИЕ, |? = (АЕ, 5) > 0, чүн- 
Ихтијари ХЕ А векторуну А = А* оператору- 


әхсуси векторлары үзрэ а]ырмаг олар: 
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ра ры ла ЖУЗ 


х 
= 6) (12) 
к=1 


вә бунунла |анашы 
М 
їхї#=Ў с (13) 
к-1 
бәрабәрлији доғрудур. 


Доғрудан да, (5) системинин (9) ортонормаллыг шәр- 
тинә көрә |аза биләрик 


5) Әкәр А = А*> 0 оларса, онда Ах = ў тәнлијинин 
һәллини 


х-У кр (14) 
шон 


шәклиндә көстәрмәк олар, бурада /,--(/, 5) әмсалы 
7 функсијасынын Фурје әмсалыдыр. 


х х 
х= сы СУАН 
к-1 


к=1 
көстәришләриндән истифадә етсәк, 


х 
0-Ах-/- Эд ба = је) би. 

к'=1 
Бу бәрабәрлији &,-ја скалјар вурмагла вэ (Ер) ве 
олдуғу ну нәзәрә алмагла 0--л,с,--/, |ә'ни с ти ји 
тапырыг. 

6) Өз-өзүнэ гошма А операторунун нормасы онун 

мүтләг гијмәтҹә эн бејук мәхсуси гијмәтинә бәрабәр- 
дир: 


ПАТ = „|=[% |. (15) 


Доғрудан да (12)-дэн истифадо етсэк, 
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ке1 кеј 
1 
|А|| ~ 13,| алырыг. Бу гијмәт әлдә едилир. 


хээв, олдугда |Ах|2-|4А%|3- 
| |, чүнки [%„ 12=1. Бурадан 
= А% оларса, 
|А | =5ур | (Ах, х) |. (16) 
їх1-1 


20 оларса, БЕСА <А, Е, јахуд 
се их, > 0 хе М. (17) 


бэтдирсэ, онда о ћом до мүсбэт 

ә елә 820 әдәди вар ки, А`>0 шәр- 
> 8 Е бәрабәрсизлији чыхыр. Өз-өзүнэ гош- 
р үчүн бу хассә 8) хассасиндэн чыхыр. 
да А-ны А = А,-- А) ҹәми шәклиндә көс- 
бурада А, = А>0, А, = — А)-чәпсимметрик 
тордур. (А,х, х) =0 олдуғундан (Ах, х) = (Ах, 
А) учун 8) хассәси доғрудур. ^, => (А) == > 
ул едәрәк, бүтүн ХЕН үчүн (Ах, х) = (Ах, 
Их? алырыг. 
10) Экэр 0-1 варса, онда 

С>0, 0%С0>0 (18) 
р бәрабәрсизликләри еквивалентдир. Бу, 5 
(9*СОх, х) = (СОх, Ох) = (Су, у) 

ндән яыхыр, бурада у= Ох, х= 077 
Тутаг ки, А) вә ЈЕ операторлары Н-да тэ’ин 
уш өз-өзүнә гошма, мүсбәт вә јерләрини ләји- 
ән операторлардыр: 
А = А50, А,- А; > 0, АА, = ДА. (19) 
| вә А, операторлары, онларын А, -- А, ҹәми, 
сили, {=} отаг мәхсуси функсијалар системи- 
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А-а АД М, 
КА, + А)- ХА) А (А), 
(А, А) = (А) (А). 


12) А=А*> 0 оларса, онда А“! = (А-!)* > 0 опе- 
ратору да өз-өзүнэ гошмадыр, мэхсуси векторлары А 
операторунунку илә ејнидир, вә мэхсуси гијмотлори 
ХАТ) = ИКА)-дыр. 

Доғрудан да, А%,-),%-дан = „Ат: олмасы 
чыхыр, |э’ни (А-!)4, = (1/^,)&,. Бурадан көрүрүк ки, 
ҚЕ<А<%Е вә (1%,)Е <А-і<(1/,)Ғ бәрабәрсиз- 
ликлори еквивалентдир. 

4. Мэхсуси ги]мэтлэр һаггында үмумилэшмиш мэ- 
сәлә. Тутаг ки, өз-өзүнә гошма, мүсбәт В оператору 
верилмишдир. Јени (х, у) = (8х, у) скалјар һасилини 


ва |у! в = У (Ву, уў нормасыны дахил едәк. (х, У)в 
скалјар һасили тэ’}ин олунмуш // фәзасына енерҝетик 
фәза дејилир вә /7, кими ишарә едилир. 

Ао = р Во, 9-20, (20) 
тәнлијинин тривнал олмајан һәлләринин ахтарылмасындан 
ибарәт олан мәхсуси гијмәтләр һаггында үмумиләш- 
миш мәсәләјә бахаг, бурада А өз-өзүнә гошма, мүс- 
бәт оператордур. 

Тутаг ки, А вә В операторлары уіғун олараг А = 
- (а,) вә В-- (8,) (і, 7=1,2,..., М) матрисләри 
илә верилмишдир. (20) оператор тонлијини хәтти чәб- 
ри тәнликләр системи шәклиндә јазмаг олар. 


У М 
у Л = кл (-1,2 
У а У 5/00; іше; 9)... М, 
Эн ізі 
бурада 20), 20), ,.., оо векторунун компонент- 


ләридир. Мәхсуси гијмәтләри тэ’ин етмэк үчүн М 
дэрэчэли чәбри тәнлик аларыг: 
4е((а,,-һ0,) =0. (21) 

(20) мәсәләси үчүн ади мохсуси гијмотлор һаггын- 
дакы мәсәләнин хассәләринә аналожи хассәләр доғ- 
рудур, је'ни (х, у), скалјар һасили мәнада ортонор- 
мал олан № сајда мәхсуси векторлар вар ки, 
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| (5, 0,15-43,, №, т-1,2,....М, (22) 
__ во бунлара да 

0 <... < в. (23) 
суси гијмәтләри ујғундур. 


| 8-чү бәндә аналожи олараг јаза биләрик: 
х х 


=> с. — (5; ода їХ13 № с. (24) 


о кт кті 
увели В, (25) 
ратор бэрабарсизликлари доғрудур, бурада ву — А 
орунун //,-дәки нормасыдыр. Бу о демәкдир ки, 
Ах < ПАНЬИХИ в- 


6 ШІВ<А<1,8, 1, >0, (26) 


слэри еквивалентдир. Доғрудан да, үх’ 


| Себе векторунун ајрылышыны јазаг: 


х 
(4-18)х- У сь, – Во, 
К=1 
ыг во бурадан да 
- х м 
Бао? х) = 5 све — 1) (Во, 9, = 2 (ьт) с? 


г, бурада (- т, вә 1» әдәдләриндән биридир. 
о, гәбул едиб ((А-- үВ)ғ,, 9) = ы, — т тапырыг. 
Г КИ, Т = (вә А < 1,8 шәрти өдәнилир; онда в. < 
Тәрс тәклиф дә догруд. р. ү= ү, учун мућаки- 
аналожи апарылыр. 
Шәбәкә функсијаларынын хәтти фәзалары 
ҝәләҹәкдә там гијмәтли дү. 
И , 1,....Л/) шәбәкәси үзә- 
верилмиш функсијалара бахачағыг. Экэр 0<- 
1 парчасында х, = 4, й--1/М, (1-0, 1,.., А) 
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дујун нөгтәләрини дахил етсәк, онда там индексли 
Х, = їй дүјүн нөгтәләринин күллі аты кими й аддым- 
лы мүнтәзәм шәбәкә аларыг: 
©, — (=: 1=0,1,.... М - 11). 

Бир шэбэкэдэн дикәринә кечид а|дындыр вэ биз тез- 
тез онлар арасында фэрг го|ма|ачавыг, 

Фү Шәбәкәси үзәриндә верилмиш шәбәкә функси- 
(алары фәзасыны бы Ун ено М) илә, 
2 


Зи = (Ур і-0,1,..., М; У=0, у = 0} илә исә 2 
Үзәриндә верилмиш вә шабэканин сорћод дујун нөг- 
төлэриндэ сыфра бәрабәр олан (Уулс Уул 0) шабэкэ 
9 
Функсијаларынын алт фәзасыны ишарә едәк. 8, 1- 
дан олан функсијалары У(4) = у, кими ишарә едәҹәјик. 
Садә фәрг операторларына аид мисаллара бахаг. 
Сағ форг оператору А үчүн | 


жуу тон О Л 
те'јин областы 9 гијмәтләр областы исә № өлчү- 
лу О =(у, 1-0, 1,..., № 1) фәзасытыр. 


Сол фәрг оператору у учун 
КАЛ ле Г № 
тә ин областы Я ы» Гијмәтләр областы исә 81-41), 
К тыр фәзасыдыр. 


Му -МАҙ,)-А(ғу) = у, - ду, + 9 
дүстурундан корунур ки, икинҹи фәрг оператору (-- 
У = гијмәтләриндә у, шәбәкә функсија- 
лары үчүн тэ’ин олунмушдур, јо'ни О аи = 
ИЕ ва Е 1) фәзасына ин'икас етдирир. 
Л фәрг оператору елә бу хассәјә маликдир: 

ЛУ, = буа — ву, Бау = 
6А (у у) — (6, —а,) (А У) — (с, —а,—5) Ун 
#=1; 2, МЕЕ 
]э’ни УЕ 96, оларса, лу, Е Зи Јахуд гыса јазсаг, 
А: дуд Фу 
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ет, 

Фәрг сәрһәд мәсәләсинә бахаг вэ сну 

ЭЭ АУ-Ф (29) 
трис шэклиндэ јазаг, бурала Ф= (+ ав, ус 
212 би 9) -мә?лум, К= (У у 


м А/—1 өлчүлү векторлар: 
у (М—1) Өлчүлү квадрат 


9 


матрисдир: 
0 


Ла, (28) 


бы Фра = бању 


ору 8, -н 9,,-э ин’икас етдирир 
МӘК олар ки, Лу, = Ду, (28')-ин овззи. - 


Лу = 0, #—1, 2,..., ме. 


м, му 

к, (29) мат>исинә ујғун А операторуну 
әк. Онда (28) фәрг Сәрһә 4 мәсәләси әвәзинә 

Ау= 

тәнлијини аларыг, бурада А: Од 
ә'ни А оператору ©, ‚-1эн 9,9 тәсир 
ындыр ки, А—хотти операторлур. Һесаб ет- 
Ки, Ау--д У олдуғуну нэзэрэ алсаг, А ©, 
’икас етдирир. Н-- 9, | фәзасында 


мати 
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скалјар ћасилини вэ 
пуп=у о у) 
нормасыны дахил етмәк олар. 

Әкәр икинҹи (х, --%,-- 1) вә ја үчүнчү (х, 0, х,з- 
3-0) сәрһәд мәсәләләринә (бах.: (1) $ 3) бахылырса, 
онда А матриси (У 1) х (№ + 1) елчулу квадрат мат- 
рисдир вә А оператору ашағыдакы кими тә”ин олу- 
нур: 

Ау, = — ћу, = — (буц бурау), 11,2, ... №1, 
- 
Ау—— (му, — у), Аум == — (Ум— мука). 


Бу һалда А оператору Н = 9,,, шәбәкә функсијала- 
лары фәзасыны өзүнә ин’кас етдирир: А:Н—Н. 

Биз кэлэчэкдэ икитортибли фәрг танлији үчүн би- 
ринчи сәрһәд мәсәләсинә бахачағыг; бу һалда, јуха- 
рыда көстәрилди|! кими, /--9, 1. 

6. Гринин фәрг дүстурлары. / фәрг операторуна 
бахаг: 

Ту; = бууцаг- ду Фау 1 і-1,2,..., М—1. (80) 
Әҝәр 0; = а, оларса, онда ујғун матрис симметрик 
олмур. О, анҹаг 

Би 8 о ам (31) 


һалында симметрикдир. Бу шәрти нәзәрә алараг Луг 
ни ашағыдакы шәкилдә јазаг: 
Гуга Уна буг ау, 1 = 
= << (Уна – У) — а(уг У) — (6; — 8; — бију, 
= ау Уда — ау У; — (6 — а, — ау, = 
= А (ауу) — (с, — а, — а, ју: (82) 
10, 1] парчасыны х, нөгтэлэри илә № бәрабәр һиссәјә 
бөләк, у(х,) = у; = у( ) гәбул едәк вә сонралар һә- 


мишә истифадә едәҹәјимиз ишарәләмәләри дахиледәк: 
50 


$, = а, 


0 Ор = 
Уге Уш 
г 5 
(88) 
“(ту 
А? 
-ӘМ-1 (84) 


УУ: (у), — (уо), (85) 


дүстуру алынмышды. (33) иша- 
ре етмәклә ону 

227 2-2 изн + (уә), — (уо), (86) 
1 Чвэаг, чүнки 


“Хэн У) 98 Ў зе 


Сонракы Шәрһимиз Үчүн (36)-нын сағ 


тәрәфиндә 
НИ 2= 1-дән = ү 1 


1-э Гәдәр апармаг әлве- 


8 У аусар + (уг, Ум — (ағ), 


21 


(88) 
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аларыг. Бу, Гринин биринҹи фәрг дүстурудур. Бурада 
У; ВӘ гр Нин јерләрини дәјишәк: 


к-1 М 
2 (аў) = — У аза узи (аур) — (ауд), 
їе 1-1 

(88) 


(38)-дән (98/)-и чыхараг Гринин икинчи фәрг дүсту- 
руну аларыг: 


М-1 к— 
2 жағы = 2 (ау) „+ а (уе: — ®У;)н — 
1—1 = 
„ = (о(ађ —®(ауу))- (39) 
Әкәр 
у = ® = 0, Ук = 0. (10) 


° оно 
шәртләри едэнилэ?сэ, рніу-»2-%е За олар- 
са, онда (39) бәрабәрлијинин сағ тәрәфиндәки ахырынчы 
ики топланан сыфра бәрабәр олур вә 


х1 мт. 


Ў ўа) а= Ом? (41) 
ын БА 
ңе о о о. 
(41) ејнилијинин һәр ики тәрәфиндән > Фу сай, чә- 
1-1 


мини чыхараг 


лу = (вуз) Уб За (42) 
фарг оператору учун икинчи Грин дүстуруну аларыг: 
х1 о о к-1 2 о о 
Уулай алу, У ге. (43) 
1-1 1-1 
Тутаг ки, Н = За 
х-1 
(у, = Улей 
1 
скалјар ћасили вэ 
їйул=У О У): 
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нормасы то'јин олунмуш, уг, --1,9,..., М-1 шәбәкә 
‘функси]аларынын фәзасыдыр. 
А операторуну дахил едәк: 


Ау=—лу. уен. (44) 
Онда икинчи Грин дустуруну 
(у, Аг) = (Ау, 2). (45) 


Шоклиндо јазмаг олар. 
__Бу дустур А операторунун А* = А өз-өзүнә гошмалыг 
бу а а 


ы о, о о 
ЕУ, уау), № = У ауз) > 0, (46) 
ісі 


=] із 
ада у, =0, а,»0. 
= 0 олдуғундан сыфра бәрабәр олма һалы ан- 


»==0(ї = 1, 2,..., М--1) олдугда мүмкүндүр). 
ператорунун ифадасини нәзәрә алараг, 
м 


к-І 
у) = Ду ја + Удун>оба> да, >0 
= 


1=1 

(47) 
ыг. Беләликлә, (42) вә (44) дүстурлары илә тэ’- 

унан А фэрг оператору 
2, >0, 4,2-0, 1-1,2,.../М-1,а,»0, (48) 
уда өз-өзүнә гошмадыр вә мүсбәтдир: А=А* >> 0. 
әртибли фәрг операторунун 63-езунз гошма- 
әрти. Биз көрдүк ки, (31) шәрти # = Әм фә- 


(30) фәрг операторунун өз-өзүнэ гошма ол- 
үн кафидир. Көстәрәк ки, (31) шәрти Г-ин өз- 


по гошма олмасы учун зәруридир. /-и ҹәм шәк- 
көстәрәк: 


Ду, +1,у, 

а (Узы: 0) (у, ул) (са, буг 
р, — Ч) 21 

бау) Луг=(ауг)— у, 
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ӛте, 


оператору әввәлки бәнддә кестэрилди]и кими, (у, 0)-- 


- ЊЕ скалјар һасили тэ’ин слунмуш Н= Шш, 


оол Н-%,; | фәзасында өз-өзүнэ гошмалыр. Она 
көрә дә |азмаг олар: 


быз 9-8 )- 


= аў 9—09. 9) (0, 9) – (0.00) = 


„ 
1 
сү: У =@\) (Уа 0 ку Эна). 
Бурадан керунур ки, (Уу, 2) (у, Га), Јә'ни анҹаг 
(8; — аа) (Ур 19: — умна) =0 (49) 
шәртиндә 1. = 1“. 


у, вә ©, ихтијари олдуғундан у; = 8а» ба 
кетурмок Е п фу--ихтирари гејд олунмуш дү- 


Дүн (6 =1, 2,.... М-1), 27 --Кронекер самволудур. 
Онда шээсэн =, алырыг вә (49) шәртиндән 
6, будаг олур. Бунунла да (81) шортинин зәрурилији 


исбат олунду. 
Гејд етмәк лазымдыр ки, 


У Л (50) 
тәнлијини 
у= А(Арт у) — Оуу, = — Р, (51) 
шәкл"нә ҝәтирмәк ола’, Сурала 1 өз-өзүнә гошма 
оператордур. Догруден да, (50) тәнлијинин Пер ики 
тәрәфини {= 0-2 вураг: 
Буг = вау — ВАУ, б Угай 
вә тәләб едәк ки, алынмыш тәнлик үчүн (31) шәрти 
өдәнилсин, |э’ни Ї 
б, = (рађа = бул галт Аць 
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24 

222) 

Белеликло, в, | = (53 = в Па, вэ (51) тэн- 
\ СЕ 


к-1 
Лијини аларыг, бурада 4, = а, В = в (с, —а,— 99, 
72-87. 
8. Икитәртибли фэрг опе 
мэтлэри. Мэхсуси гијмотлер 
| Нә бахаг: 


(а),),,-4,у,-Әу,-0, 1-1,9,... 


раторунун мэхсуси гиј- 
һаггында Фәрг мәсәләси- 
А М—1, у =у„=0, (54) 
(44) бәрабәрлији 


чүн мехсуси гијмәтләри 
р шәкилдә тапмаг олар, 


1-1, 8,. а М—1, ам =], 
а у о = 
Уа — 2созау, у, = 0, 2сова-0242 (54) 


линдэ јазаг. 
7 тонлијин үмуми һәлли 


У; = с, со5 ва + с, т ѓа, (55) 


јуни Ма = 
1..2), а=а = тај У = жт, 2 сова = 


Л? мүнасибәтиндән тапырыг: 
АЁ? = 9(1 — соза) = БН 


(56) 
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~ 


аи Дика Вава зуйн и да" 


„ин бу гијмәтинә ихтијари сабит вуруг дәгиглији 


илә тәјин олунан 
) = саупатхр с 0, х= н, а. 


у" 
мәхсуси функсијасы уіғундуг. Асанлыгла көрмәк 
олар ки, 
ук) сіп Мх, = слике=, 1= 0, 1, 2...5. 
уд) = свем + 1)х; = свіп [т Мхұ--тхД - 
і-(- 10%, 


-свіпт Х,со5 = 


Указ (0 -(- 10, (0. тас М 
Демоли, анчаг жы) фун! сијалары т < М олдугда 
хәтти асылы де}ил. Беләликлә, тривиал олмајан һәлл 
(ка мәхсуси гијмәтләринә ујтун ул (0 мэхсуси функсија- 


лары) тапылды. 
н нор- 


(9 функсијаларыны 


с вуруғуну елә сечәк ки, Уһ 
масы ваһидә бәрабәр олсун: | ул(0) 1--01 зіп от || =1, 
с> 0. 

Бунун учун 
а үзе 
1 зіпт тх, | *= > һвіп:етх, = = 2 Қ1--соз 2=тх,) 
е 


к-і 


ифадосини ћесабламаг лазымдыр. 
мокла ва соз алт, = с050К7- Ке 


хаг 9ттї ишарә ет- 
6156 әвәз етмәклә, 


тапырыг: 
х-1 


ћерки = Ке 


псов дет = Ке 


хэ: 
дел х-1 
--1)й 
{ зїтлл РА шан = т: %7 исоз2=тх,— 
Я к= 


{зїпттх | = Југ; 
үә. Беләликлә, 
у! = ү/ 8 ша тх: 
рмалленмышдыр- 


бураден, с = 


функсијасы ваһидә но) 
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$ Мүхтэлиф л, вә А, мәхсуси гијмәтләринә ујғун олан 
__ уд) вә у,„({) мәхсуси функсијалары 


М-1 
(у, 2) = Хулд 
ізі 
скалјар ћасили мо'нада ортогоналдыр. 
` (53) мәсәләси (8) мәсәләсинин Ау(і) = -Ус (0 


| операторлу хүсуси һалыдыр. Ајдындыр ки, бу опера- 
(тор өз-өзүнә гошма вә мүсбәтдир, чүнки 


КЕ! 
(Ау, у) = У (у )##> 0. 
= 


а көрә дэ 3-чү бәнддә де|илснларин һамысы бахы- 
ћалда да өз күчүндэ галыр. 


з< № гијмәтләриндә їп 5 5 а 


= (8-1) «1 
ғундан 7, мәхсуси гијмәтләри 5 артдыгҹа артыр. 
чик мәхсуси гијмәт [А = 5, вии -дир. Эн бе]ук 
гијмәт исә 3, = > сова 77 чдир, чүнки 


1)= зп (2 ыг 
2 2 


к {= т0/2 < тј4 шәклиндә јазыб, нәзәрә ал- 


| Е , Ми А 


| ки, зп /2 азалыр вә & = «/4 олдугда минимумуну 
лыр, онда й < 1/2 үчүн \ ;>8 аларыг. 
„1 үчүн Ар < 4/02 гијмәтләндирилмәсини (аза 


8<2,<4/№, а= 1, 2,...,№—1. 
Фәрг тәнликләри үчүн максимум принсипи. 


\үсбәт эмсаллы 

ЦУ а 610, уда = — 9 

1-1, 2,..., Музы, у=» (1) 
2207: 210,::-1,3,....А-1, · (9) 
Еу 


Максимум принсипи вә ондан алынан нәтичә- 


ме 


икитәртибли фәрг тәнликләри үчүн ашағыдакы макси- 
мум принсипи доғрудур. 

Теорем 1 (максимум принсипи). Тутаг ки, 1. 
фәрг оператору (Т), (2)дүстурлары илә та јин олун- 
мушдур. Әкәр 9 шәбәкәсиндә верилмиш 89 ісі< 
<м-і аралығында сабитә бәрабәр олмајан У 
функсијасы үчүн бүтүн і--і1, 2, а МЕ гш/мәт- 
ләриндә Ту,» 0 (1у,<9) шәрти өдәниләрсә, онда бу 
функси/а шобоконин дахили дујун нөгтәләриндә ән 
бејук мусбат гијмәтини (ән кичик мәнфи гијмәти 
ни) ала билмәз. 

Исбаты. Тутаг ки, гу, 2-0 (1-1, 2, М0): 
Фәрз едәк ки, Теорем доғру дејил вә Уі һәр һансы 
биро # =: 1< ік М 1 дахили дујун негтосиндо Ән 
бејук мүсбэт у, = тах у, = Мо > 0 гијмотини алыр. 

осиєх 

уул сопѕі олдуғундан, елэ бир 4, (4, ИЛӘ үст-үстә душо 
биләр) дахили дүүүн негтас! тапмаг олар ки, У =>, = 
= М,> 0 олсун, гоншу дүјүн нөгтәләриндән бириндә 
исә, мәсәлән, Ё= 10 — 1-дә Уу-л < Уб ҹидди бәрабәр- 
сизлији едонсин, Гуунин ифадәсини Шу: = Бус) 
=а(у =) — (с — 4 — Бру, шәклиндә јазаг. {= 
= дујун негтосинло 

У, = ФУ — у) (7а у) — 

Бэ цэн бију, <0 
алырыг ки, бу да і = іу да дахил {олмагла бүтүн із 
=1,8,..., М--1 учун ћу, > 0 шәртинә зиддир. Те- 
огемин биринчи һөкмү исбат олунду. Икинчи һөкм 
дә аналожи гајда илә исбат олунур (уни — У илә 
әвәз езиб индичэ исбат етдијимиз һөкмдән истифадә 
етмәк кифајәтдир). 

Нәтиҹә 1. (2) шәртләри өдәниләрсә, 1у:<0 (і- 
ое „М—1), > ук>0 оларса, онда уі >0(4- 


Їу,»0, 950. уу < 0 оларса, онда у,<0 (Р = 
= М: 

Исбаты. Тутаг књ Ту, < 0 ва ћеч олмаса бир дә- 
нә і = і дахили дујун нөгтәсиндә У; < 0; онда у; эн 
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кичик мәнфи гијмәтини дахлли 
ки, бу да максимум принсипинә 
Нәтиҹә 2. $: > 0, р 20, в. 
— (2) мәсәләсинин һәлл 
О.М. 
Нәтичә 3, (2) шәрти өдәни ләрсә, онда 
ЕО ТЕО Ум = О (8) 
мәсәләсинин анҹаг тривиал һәлли вар вә (1), (2) мә- 


саласи истәнилән Фр Ш, № учүн биргијмәтли һәлл 


дүјүн нөгтәсиндә алыр 
көрэ мүмкүн дејил. 

2-0 оларса, онда (1) 
и мәнфи дејил: У,2-0 (г= 


Г 
(3) мәсәләсинин У, 


бир із-і, нөгтәсиндә сыфырдан фә 


онда у, һә) һансы 
бејук мүсбәт гијмә- 


Тутаг ки, у 


т Зек М1, ўр, Уул, 


19,189: Гв В, Гь, Г, 
Фїләри өдәни лир. Онда бүтүн із-0,1,.., 
ЕАК 
ијмет ләндирилмәси доғрудур. 
Исбаты. Нәтиҹә 24 кәрә у, >0. У,—у, фәрги 
МАЛУ, ҹәми үчүн сағ тәрәфләри уун олараг 
3 %, 20, Ш >0, №—ь,>0 859, + 9,20, в + 
0, 55-6220 олан (1) шәклиндә төнлик алырыг. 
ст ф/2>0 Г № («= 1,9) олдуғундан нэтич: 
И, 0, бурадан ту у <у 
їныр ки, б, НУ да исбат етмәк тәләб 
асына (1), (2) мәсәләси ћоллини 
рлэр. 


ә 2-јә көрә 
<» |уј<у, 
олунурду. у, 
н мажоран- 
әрһәд мәсәләсинин һә. 


ллинин гијмәтләндирил- 
(1), (2) Сәрһәд мәсәләс 


инин һәллини У = у + 
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4- уб) ҹәми шэклиндэ Гкесторэк, бурада уб—сарћод 
шэртлэри бирчинс олан 

Іу = — Фу і 1, 8,....4М-41, ут Ун” 0, (4) 
гејри-бирҹинс тәнлијин һәлли, у(? исә сәрһәд шәртлә- 
ри гејри-бирчинс олан 

Гу: #= 1,2, М —1, у=, Ук (5) 
бирҹинс т/нли|ин һәллидир. Исбат едзк ки, УФ учун 


ак |у | «стах (| 151861) (6) 


гијмәтләндирмәси доғрудур. Тутаг ки, у 
Дууг 0, 1—1. 2.9. МЫ 
» = ўм =й, 8 = шах (ік 1921) 


мәсәләсинин һәллидир. Онда мүга}исә теореминә көрә 
УР | у, |, максимум принсилино көрә исә таху,|< 
0</< 


«ор, чүнки РАТ ән бөјүк гијмәтини анҹаг сәрһәддә 
ала биләр, јони {== 0 вә ја і = М олдугда. 
Асанлыгла көстәрмәк олар ки, тах | у 
осом і 
нормадыр. Норманы |/у [е Символу илә ишарә етмәк 
гәбул олунмушдур. Беләликлә, Ту? |, < тах (|, 
| ва | ) гијмәтләндирмәсини алдыг. 
Теорем 3, Тутаг ки, 
(а, | >0, 19,120, 4 = с | — |а,| 18,1 >0, 
ел; 2222 м —1 (2) 
шәртләри өдәнилир. Онда (4) мәсәләсинин һәлли 
үчүн В 


| гијмәти 


ПУ, < 1/1. (8) 
ги] матландирилмаси доғрудур. 

Исбаты. Исбат үчүн (4)-ү 

су, = ду + буа? (4) 
шәклин ә јазаг. 

Тутаг ки, |у,| = 4 (0< 4, < М)-да ән бејук ЕЛ 
> 0 гијмәтини алыр, демәли, истәнилән је до 
үчүн [ул < у, | Онда 1 = олдугда (4)-дән 
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эг”? 


а = 


Је Пу, | =]а у, + + бул 5-9. 14, [Ур 1+ 
+», а | 19 фа, 


с 


Е Ге, ] Ф 
Пе - 161—190, ТАҒЫ а 
олмасы чыхыр. Бунунла да (8) гијмәтләндирмәси 
исбат олунду. ЕС 

Гејд. Экэр 4,-с,-а,-%, > 0, Јахуд а =|с,|— 
-71441-18,1» 0 шәрти едәнилмәзсә, мәсәлән, 

=, — а; —5,>0, ар»0, $. >0, 4-1,2, М1, 
| (9) 
оларса, јо'ни 4, бә'зи дујун нөгтәләриндә сыфра бә- 


ор абәр ола биләрсә, онда 3-чү теоремдән истифадә етмэк 
Олмаз. Ву һалда (4) мәсәләсинин у, һәллини гијмәт- 


ндириэк үчүн белә тмәк олар. уүни у, = 9, + то, 
Ми шэклиндэ көстәрәк, бурада т, 
= 0 (00,41 — 0) — а (о, Ба јер 
4-1, 2,...,М-41, ту=ту=0 (10) 

Әләсинин һеллидир. Онда о, 

(о 9) —а, (9, 9, )—а4 0, = ат), 
| і-1,2,..., 0—1, ф=д,=0 (11) 
ртлэриндэн тә”јин олунур. (10) вә (11) тәнликләри- 
һәдбәһәд топламагла буна инанмаг олар, ©, функ- 
ыны ашкар шәкилдә јазмагла билаваситә гијмәт- 
дирмэк олар (бах. ТУ фәсил, $ 3), э,-ни гијмәтлән- 
МӘК үчүн исә ашагыдакы теорем лазым ҝәлир. 
"орем 4. (9) шәртләри дахилиндә (11) мәселә- 


19], 1901, (12) 


аса бир нөгтәдә 4, 520. г; мажорантыны 1/0,-- 


ӘДЕ 2,.,., М—1, ор--0,--0 мәсәләси- 
кими гураг, 
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Тутаг ки, “0,220 єн бејук гијмәтини і--і, олдугда 
алыр; онда ба — 21, < 0, То, — 9, 1>0 олур вә (4)- 
дән 


а,2,<- в, (бы — о) +4, (0, 9%) + ао, = 


4,2>0 оларса, 5, <, | олур вә биз (12)-ни алырыг, 
чүнки |0,|< 7, Әкәр 4, = 0 оларса, онда (11) тәнли- 
ји 6,0,3: За) + (0,— 91,1) = 0 шэклинэ дү- 
шүр вә бурадан чыхы? ки, та а = а 9 
== сопѕі олдуғундан елэ і--і, нөгтәси вар ки, 9, = 
гоншу нөгтәд исә, мәсәлән, #=4 +1 нөгтәсиндә 
Пра <, олур; онда бурада 4,3-0 вә биз јухарыда 
бахылмыш һалы аларыг: 9% = о < |, < 1 40 ||. 
3. Фэрг танлијинин һәллинин говма дүстурлары- 
нын көмә)илә гијмәтләндирилмәси. б, = аца һалы 
учун, јони Ду, оператору өз-өзүнэ гошма олд,гда, 
(4) мәсәләсинин һәллині сағ говма дүстурларынын 

көмәји илә гијмәтләндирмәк олар. (4) тәнлијиня 

Ур (ау;)ы —@у = — % 
1-1,....М-1, %=0, ж-0О (13) 
а,»0, 4,220. 

шэклиндэ јазмаг олверишлидир. Буну ади шәк 
јазаг: 


илдэ 


ауд сауны = 9 ә Ун 0, 
с = а Бат №4. а,»0, і= 1, 2,...1 МЕ: 
Говма дүстурларына бахаг 


Тл Кїн Март 


шоо = ҮҮ 
жыласа тс л 2... М, 
а ћ + 412 5 
И қ-фіс-і2,..-М-1. 
і ізі 


(7) шәртләри дахилиндә јаза биләрик: [ава] 
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4,8,-- т, функсијасыны дахил едәрәк, 
Прад = (да, 


і 
ізі Р-НА [и «(51-35 |, |, 


к-1 


аларыг, демәли 


А 
8.116 Уне. 
а; = 


өтнчэдэ мәсәләнин һәлли учун априори гијмотлон- 
илмэсини алырыг: 


М 1 5 1 М 5 
< У у Уны У У нэл 
= Қ т ож 
а, > с, > 0. 
ги|мәтләндирмәдән фәрг схемләринин Јығылан ол- 
у ејџонаркон истифадә едәҹәјик. 


11 фәсил 


ИНТЕРПОЛЈАСИЈА ВЭ ӘДӘДИ ИНТЕГРАЛЛАМА 


$1. Интерполјасија вэ функсијалара 
јахынлашма. 


1. Мәсәләнин гојулушу. Әдәди анализин әсас мэ- 
сәләләриндән бири функсијаларын интерполјасијасы 
мәсәләсидир. Чох вахт а<х < парчасынын сонлу 
сајда нөгтәләриндә гијмәтләри мэ’лум олан Ло) функ- 
сијасыны бу парчада х-ин бүтүн ги|мәтләри үчүн бэр- 
па етмэк тәләб олунур. Бу гијмәтләр һәр һансы бир 
тәбии експериментдә апарылан мүшаһидәләр (өлчмә- 
ләр) нәтиҹәсиндә, јахуд да һесабламала) нәтиҹәсиндә 
тапыла биләр. Бундан башга, ола биләр ки, /(х) функ- 
сијасы дүстурла верилсин вә онун гијмәтинин бу дүс- 
турла һесабланмасы чос чәтин олсун, она көрә дә ба- 
хылан функсијанын парчанын ихтијари нөгтәсиндәки 
тәгриби гијмәтини тәләб олунан догигликло тапмаға 
имкан верән садә дүстур (һесабламалар үчүн аз чә- 
тинлик төрәдән) алмаг фајдалыдыр. Нәтиҹәдә ашағы- 
дакы ријази мәсәлә мејдана чыхыр. _ 

Тутаг ки, а < х < парчасында © = (ху-ас хас 
<...<ха= 0} шәбәкәси вә онун дү)үн нөгтәләрин- 
дә у(Х) функсијасынын у(х) = Ун +: у(х) = Уһ... 
.., У(Ха) = Уа гијмәтләри верилмишдир. Шәбәкәнин 
дүүүн нөгтәләриндә у(х) функсијасы илә үст-үстә ду- 
шэн /(х) функсијасыны —финтерпол/анты гурмаг тәләб 
олунур: К 

Дх) = уь 4-0, 1, «ээл, (1) 


Интерполјасијанын әсас мәгсәди —Х-ин вериләнләр 
ҹәдвәлиндә олмајан гијмәтләриндән өтрү Т(х)-ин ујтућ 
гијматлоринин тез һесабланмасы үчүн алгоритм алмаг- 
дыр. 

Әсас мәсәлә: /(х) интерполјантыны нечә сечмәли 
вә у(х) — Хх) хәтасыны нечә гијмәтләндирмәли? Бир 
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ТЕЛЕН ААА 


га|да олараг, интерполјасијаедичи 
ны мүәјјән елементар функсијал 
сијасы шәклиндә гурурлар: 


Хх) Функсијалары- 
арын хәтти комбина- 


Их) = № с,Ф, (х), 
к=0 
бурада (Ф.(х))-геід олунмуш хәтти асылы олмајан 


Функсијалар, су С, ..., с,--һәләлик намэ’лум омсал- 
ларыдыр. 


(1) шәртләриндән {с} эмсалларына нәзәрән л-1 
сајда тонликлор системи аларыг: 


: 
ОЕ 


к®0 


Фәрз едәк ки, Ф (х) Функсијалары системи еләдир 
ки, а=х,<х| Ж.С 


п = 0 дүүн негтолоринин их- 
__тијари гијмәтиндә си 


стемин детерминанты сыфырдан 
“ферглидир: 2 
| Фобхо) Фу(хо) ... Ф, (хо) 
Кс Ф(х) Фил)... Ф,(х,) 


Онда верилмиш О. п)-лэрэ көрэ 
с(е=0,1,..., п) эмсаллары биргијмәтли то'јин олу- 
нур. 

Хәтти асылы олма 
хтФ,(х)-- хе гүввәт 
хһәдлиси л дэрэч: 


јан {Ф (х)} Функсијалары олараг чох 
функси]аларыны (бу һалда /= Р(х) 
(Ф,(х) = соѕ ёх, сіп ёх} 


7 — тригонометрик чох- 
ин 


ыг, 
563 
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2. Чохһәдлиләрлә интерполјасија. Мэ”лумдур кі 
[а, 6] парчасында кәсилмәз олан ихтијари /(х) фуні 
сијасына мүәјјән Р(х) чохһәдлиси илә јахшы (ахын 
лашмаг олар”: 

Вејерштрасс теореми. Ихтијари <> 0 үч) 
п = пце) дәрәҹәли елә Р,(х) чохһәдлиси вар ки, 


тах |/(х)- Р, (7) | «в. 


хе[а, 0] 


Лакин бу теорем верилмиш ((Х,, уу), нөгтәләри чо 
луғу үчүн јахшы интерполјасија чохһәдлисинин ва 
лығы һаггында суала ҹаваб вермир, 

Беләликлә, интерполјасија чохйадлисини 


Р.) = > с.х ( 


129 
шәклиндә ахтараҹағыг, бурада с,--намә”лум омсалла 
дыр. Хх) = у Фәрз едәрәк, 

СО... + бу = Ур 

сек НУ, 


6-56, +... 6, = Ул, 
хэтти тонликлор системини алырыг. Бу системин д 
терминанты сыфырдан форгли Вандермонд детермина 
тыдыр: 


Жаы а ПЕ ыы 
п>к>т>0 . 


2 п 
1 х, 5... 


Бурадан мэ’лум олур ки, (2) интерполјасија чохһәд/ 
си вар вә |еканәдир (онун |азылыш формалары чє 


дур). 
іФ,(х)) базиси олараг биз 1, х, Х?,...,Х" бирһә 
лиләриндән базис кетурдук. Һесабламалар заманы 


ж Бах. мәсәлән, Ильин В. А. Позняк Э. Г., Основы матема 
ческого анализа, ч. ІІ.--М.: Наука, 1980, сәһ, 50. 
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дәрәҹәли {/,(х)} Лагранж 
јахуд Лагранж әмсаллары 
ришлидир: 

1, [= Б оларса, 

(ху = : : 

0, 154 оларса, 4, 2 = 0), 1,...,п. 
Асанлыгла көрмәк олар ки, п дәрәҹәли 
24) = (х) = 

=. тлу (и 


Хива). (— хр) 
(ка х0) (х т). а) рр) хл) 


_ чохїадлиси бу шэртлэри едајир. Ајдындыр ки, ЖЕЗ) 
___јекано гајда илә тәјин олунур. Доғрудан да, фәрз 

__едзк ки, башга бир Ти) чохћодлиси до вар; онда он- 

ларын 1,(5)-1х) =4,(х) фәрги п--1 сајда х(= 
01...25) нөгтэлэриндэ сыфра бәрабәр олан л 
| Дәрәчәли чохһәдлидир Бу исә анчаг ых) 1 (50 
\Угда мүмкүндүр. 4,(х)у, чохћодлиси х, негтасиндо 
гијмәтини алыр вә /5Е- ол 


чохһәдлиләринин базиси 
ны кетурмок даһа олве- 


ерполјасија чохћодлисинин 
ил вә Р,(х,) = У; (8) 


а |ахынлығыны гијмотлондир- 
Үчүн фәрз едирләр ки, л-БІ тортибли ГО) 
ЛМәз төрәмәси вар. Онда хәта үчүн 


(пау 561 
Д(х)— Р(х) = 2-3 Пос ша 
ізі 


]ышыны дахил етмәк лазымдыр: 
У(Х. х) = [у(х,) — 
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икитәртибли бөлүнэн фәрг: у(х. Хр х) = [у(Х,, 
х)— Ур хх, А) ва с. Экэр у(х) = Р(х) чох- 
ћодлиси л дэрэчэлидирсэ, онда онун үчүн Р(х, х) = 
= (Р(х) — Р(хо)1 (37-30) биртәртибли бөлүнән фәрги 
п—1 дәрәҹәли чохһәдли, Р(Х, Хо хү) икитәртибли 
бөлүнэн фәрги п— 2 дәрәҹәли чохһәдлидир вэ с., де- 
моли (п--1)-чи бөлүнэн фәрг сыфра бәрабәрдир. 

Бөлүнэн фәргләрин тә рифинлән 

р(х) = Р(х) + (6 — хо)Р(х, Хо) 
р(х, ху) = Р(х, ХО + (х = м) Р(х, Хо хі), 

Р(х, хо, Ху) = Р(Х» 54, хз) + (= — ХӘ Р(х, Хо №, хз) 
вә с. олдуғу алыныр. Бурадан Р(х) учун 

Рх) = Р(х) + 

+ (х — Хо) Р(х х) + (2 — хү) (х — хі) Р(х, Ха х)... 
(е = э) 0 Хя)Р(Хо, Хр: ж) (4) 
дүстуруну алырыг. 

Әкәр Р(х) -у(х) функсијасы үчүн интерполјасија 
чохһәдлисидирсә, онда шәбәкәнин дујун нөгтэлэриндэ 
онун гијмәтләри у(х) функсијасынын гијмәтләри илә 
үст-үстә дүшүр, демәли, сонлу фәргләр до үст-үстә 
дүшүр. Она көрә дэ (4)-үн әвәзинә 


јод = ~ + (6-05 — а)... 
к=1 


д) У(Х Хаи +: хә 
(Нјутон чохйадлиси) јазмаг олар. Сонлу фәргләри 
һесабладыгдан сонра Нјутон чохһәдлисини һорнер 
схеми илә һесабламаг әлверишлидир: 


уо) = убх) (2 — лді Уб х)+(х— 
рухо, ха, зэ +... 
ДТ(х)-ин һәр бир х үчүн һесабланмасы л сајда вурм 
вэ 21 сајда топлама, јахуд чыхма апармағы тәләб едир. 
Башга интерполјасија дустурларм да вардыр. Он: 
ларын ичәрисиндә ән чох истифадә олунаны ерми 
интерполјасијасыдыр. Бурада мәсәлә белә го]улу! 
п сајда {х} дүүн нөгтәләри, функсијанын 00 гијмә! 
ләри вэ {у төрәмәсинин т гијмәтләри верилир; дәр: 
чәси (2п—1)-и ашмарн елә чохһәдли тапмаг тә, 
олунур ки, 
68 ~ 


Рх) = у, Р(х) = у, 4-1, 9,...,п. 


олсун. Әкәр бүтүн хлор мүхтәлифдирсә, онда Лаг- 
ранж үсулуна аналожи гајда илә тапылан јеканә һәлл 
вар. 
Нәзәрә алмаг лазымдыр ки, јуксок дәрәҹәли чох- 
һәдлиләрин тәтбиги јуварлаглашдырма хәталары илә 
әлагәдар чәтин проблемләрә кэтираб чыхара биләр. 
4. Сплајн-интерполјасија. Чохһәдлиләрлә һиссә- 
һиссә интерполјасијанын хүсуси һалына--шәбәкәнин 
ихтијари гоншу дүјүн нөгтәләри арасында функсија- 
нын куб чохһәдли илә интерполјасијасы һалына бахаг 
(куб сплајн-интерполјасијасы). Онун әмсаллары Һәр 
бир интервалда дүјүн нөгтәләриндәки гошмалыг шэрт- 
 ләриндән тә|ин олунур: 


Л=уУь 
Гоа— = /'(х,+ 0), 
Ро,-0) = х, +0), 1-1, 2,...,п—1. 
Бундан башга сәрһәддә х = ху вә х =, үчүн 
Р (00) = 0, (а) =0 (5) 


 Шәртләри гојулур. 
Куб чохћдлини 


Д) =а +05 х а) В 0) ах х1), 


х,1<х<х,. (6) 
клиндә ахтарачағыг, /,-- у, шәртиндән 
Ле) = а = у у 
Дк) = а, +0, + Ста т= у, 0) 
Й,е-Х,--Х,), #=1,2,...,1—1, 


мәләри ћесаблајаг: 
7О)--8,-4-26(х--3,1)--344х-- хи, 
Л’ (®) = 25, 64, (х-х, |), х, 
х; олдугда онларын кәсилмәзлијини тәләб едәк: 
бы = 6,4-2, + За, №, (8) 
бы =с,+34,һ„ і-1,2,...,п-і. 


2227 
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Намэ’лум эмсалларын үмуми сајы, ајдындыр ки, 4л-э, 
(7) вә (8) тәнликләринин сајы исә 4л — 2-јә бәрабәрдир. 
Чатышмајан ики тәнлији х = Ху вә х = х, олдугда (5) 
шәртләриндән аларыг: 

с,=0, с,4- 34,1, = 0. 
(8)-дән 4,-е(с,,,-- С,)/38; ифадәсини алыб, буну (7)-дә 
јеринә јазсаг вә а, = у, у-и јох етсәк, 


у 1 5 
ду = (буг у) “тү (сз +26), 21,2, м1, 


Ва 


8, буда ВӘ 4,-нин ифгдәләрини (8)-ин биринҹи дүс- 
турунда јерино |азыб, мүрәккәб олмајан чевирмәләри 
апардыгдан сонра ашагыдакы икитәртибли фәрг тән- 
лијини алафыг: 


пре + (8,471) Са + Васа = 


Ей = 


Сәрһәд шэртлэрл беләдир: 
сұ-0, са = 0. (10) 


са = 0 шәрти с,--24, ћ,=0 шәртинә вә с = 
= с, + 4,1, тәнлијинә еквивалентдир. (10) шәртләрин» 
малик (9) фәрг тәнлији говма үсулу илә һәлл олунур. 
т тәртибли сплајн анлајышыны шәбәкәнин һәр бир 
парчасында т дәрәҹәли чохһәдли олан вә бүтүн да- 
хили дујун нөгтәләриндә, өзү вә т — 1 тәртибә гәдәр 
(бу тәртиб дә дахил олмагла) төрәмәләри кәсилмәзлик 
шәртини өдәјән функсија кими дахил етмәк олар. Адэ- 
тән, интерполјасија үчүн т = 3 (јухарыда бахылмыш 
куб сплајн) вә т = 1 (у(х) функсијасы графикинин 
(х у) нөгтәләриндән кечән сыныг хәтлә аппрокси- 
масијасына ујғун кәлән) һалларындан истифадә олунур. 
5. Интерполјасијанын тәтбиги. Интерполјасија ће- 
сабламаларла әлагәдар олан чох мәсәләләрдә тәтбиг 
олунур. Бу мәсәләләрдән ба зилэрини көстәрәк. 
Физики експериментин ишләнилмәси —тэчруби алын» 
мыш чәдвәллә верилән характерик кәмијјәтләр үчү! 
тэгриби дустурларын гурулмасы. 
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| Һесаблама експериментинин верилэнлэринэ көрә 
тәгриби дүстурларын гурулмасы. Бурада интерполја- 
сијанын гејои-стандарт мәсәләләри мејдана чыхыр, 
чүнки адәтән, даһа садә структурлу дүстурлар јазы- 
лыр. 

Субтабулјасија, ј9' ни ҹәдвәлләрин сыхлашмасы, функ- 
сијаларын билаваситә һесабланмасы чәтин, јахуд тач- 
руби вериләнләр аз олдугда тәтбиг едилир. Машына 
кичик ҹәдвәл дахил едилир, функсијанын һесаблама- 
ларда лазым олан гијмәтләри исә зәрури олдугда ин- 
терполјасија дүстуру илә тапылыр. 

Интерполјасија, һәмчинин тәрсинә интерполјасија- 
етмә мәсәләсиндә дә тәтбиг олунур: у, = у(х,)-ләр 
чэдвэллэ верилмишдир; х,-ни у,-дән асылы функсија 
кими тапмалы. Тәнлијин көкләринин тапылмасы мәсә- 
ләси тәрсинә интерполјасијаја мисал ола биләр. 

Интерполјасија дустурларындан интегралларын ће- 
сабланмасында, интеграл ејниликлор асасында диффе- 
ренсиал тәнликләр үчүн фәрг апроксимасијаларынын 
 јазылышында да истифадә олунур. 

4 Һәр бир ЕҺМ-ин ријази тэ’минатында стандарт ин- 
° терпол|аси|аетмэ програмлары вар. 

__ 6. Орта квадратик апроксимасија. Индн]э гәдәр 
биз о шабэкасиндэ Нар ћансм ду]ун нөгтэлэри чох- 
_ лугунда /(х) функсијасынын гијмәтләри илә үст-үстэ 
дүшән у(х) интерполјасија чохћодлилоринин гурулма- 
Сына бахдыг: 


у(х) = Жа), х, Е. 


х) функсијасы шәбәкә интервалында (х) функсија- 
сына јахынлашыр (функсијаны апроксимасија едир). 
Тутаг ки, /.[а, | — 


[4 
(9 = | о) дах 
ар ћасилли вэ = 


ІЛІ,-У(7, Л). 
рмалы һәгиги функсијалар фәзасыдыр. 
Уу,“ /, шәртини |Ј—у| 1, нормасынын минимум 
асы шәртилә, јахуд норманын кичиклији: |] — 
У| <= (бурада => 0) —верилмиш дәгигликдир) 
тилә әвәз едәрәк, /(х) функсијасынын /,-дэн олан 
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функсијаларла апгоксимаси)ссы һаггында үмуми мәсә- 
ләјә бахаг. 

іп 17 — у! гнин ахтарылмасы ән іахшы. орта 
квадратик )ахынлашманын тапылмасы мәсәләсидир. 
у(х) олараг 


у(х) = У) 6,9,09. 


үумумлләшмиш чохћадлисина көтүгә’, бурада (е,Оу 
--|а, 0]-дә ортонормал фунһсијалар гиләсидир: 
т, = т 
Өлен, ао } 
(Фа Фу) Вы» 268710, ват. 

- 
с,--ихти|ари эмсаллардыг. Оғда ән јахшы орта квад- 
ратик |ахынлашманын тапылмасы мәсәләси п--1 сај- 
да Су, бі,...» Са дәјишәнли функси]нын минимумунун 
тапылмасына котирилиг: 


тіп Їнэ) 25 с 


{бк} | 429 
Срта квадратик мејли ћесаблај г: 


17-эу| -1711-2(/ у) ПУ". 


(ћу Усћед= Хоја Ло 
к=0 к=0 
уп = У са 
к=0 


уе = 11? = У.) Ул 


аларыг. Бурадан көрүнүр ки, хэтанын минимуму с, = 
= /„ олдугда, јә’ни 


у(х) =) = У Ле 
к=0 


функсијасы үзәриндә алыныр. 
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Бу ћалда 


17 — у) валу 75 (11) 
к=0 


Беләликлә, ән јахшы орта квадратик јахынлашма вар 
вә јеканәдир. Бу, с, = /, = (/, 9,)-ны тәјин етмәк 
үчүн интегралларын һесабланмасы мәсәләсинә катири- 
лир. 

Ё сэр (%,) функсијалары там ортонормал систем әмә- 
ла кэтирэрсэ, онда Парсевал--Стеклов бәрабәрлији 
Өдөнилир: 


Ў = блох = лі". (9) 


(11)-и (12) илә мүгајисә едәрәк 


тапырыг, ]э’ни и — оо олдугда | /--ул| -0: ән |ахшы 
та квадратик |ахынлашма /(х)-ә |ығылыр вә ихти- 

|ари дәгигликлә апроксимасија мүмкүндүр: л ~ Ме) 

“оларса, |7— ул <= (л кифајәт гәдәр бејукдур). 

Е ејд. Әҝәр скалјар һасил р(х) > 0 чәкиси илә кө- 

түрүлэрсэ, бүтүн мүһакимәләр јенә дә өз күчүндэ 

галыр: 


[4 
(л 9) = | Ло) ебх) цадах. 


— у мејли башга нормада, мәсәлән, С фәзасындакы 
рмада (мүнтәзәм јахынлашма) минималлашды- 
лырса, онда да башга апроксимасија мејарлары 
мкүндүр. Ән јахшы мүнтәзәм јахынлашмада 

тіп тах х)— у(х 

м гс шах |<) 70901 
нан у(х) функсијасыны артырырыг. Лакин (4, 6] 
сында верилмиш функсија үчүн ән јахшы мүнтә- 
|ахынлашманын әмсалларыны сонлу сајда әмәл- 
әрлә тэ’ин едән үсул һәләлик тапылмамышдыр. 
гоксимасија мәсәләләринин башга гојулушлары— 
крет чохлугда, парчалар чохлуғунда вә с. го)ул, ш- 
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лары да мүмкүндүр. Һәмчинин, гејри-хәтти апрокси- 
масијанын методлары да өјрәнилир (мәсәлән, расионал 
функсијаларын көмәји илә). Бу, експериментләрин 
арашдырылмасы заманы еффектив олур. 


$ 2. Әдәди интеграллама. 


1. Мәсәләнин гојулушу. Садә квадратура дүстур- 
лары. Әдәди интеграллама мәсәләси 


2 
ЛЛ = | Леја, 1) 


интегралынын тэгриби гијмотинин тапылмасындан иба- 
р тдир, бурада /(х)--верилмиш функсијадыр. (а, 6] 
парч сында ®={х,: %-а<Х,<...<х,<х,1<.. 
...<Хұ--0) шәбәкәси дахил едилир во интегралын 
тәгриби ги|мати кими 


М 
117155 > с.Қх) (2) 
і-о 
әдәдинә бахылы ^, бурада /(х,) функсијасы /(х)-ин 
х == х, дүјүн нөгтәләриндәки гијмәтләри, с, —анчаг дү- 
јун нөгтәләриндән асылы олан, лакин /(х)-ин сечил- 
мәсиндән асылы олмајан ҹәки вуругларыдыр (чэки- 
ләр). (2) дүстуру квадратура дүстуру адланыр. 

Ква ратураларын көмәјилә әдәди интеграллама мә- 
сәләси елә {х,} дүјүнләринин вә елә (сі) чәкиләринин 
ахтарылмасындан ибарәтдир ки, квадратура дүсту- 
рунун хәтасы— } 


п 

оле У Лк) | ах = ЛАЛ 
1-0 а 

верилмиш синифдэн олан функсијалар үчүн минимал 

олсун (Ю|/] кәмијјәти /(х) функсијасынын һамарлы- 

ғындан асылыдыр). Квадратура дүстуруну гураркэн, 

адәтән, (1) интегралыны 


| Ходах, 
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_ шәкилли интегралларын ҹәми шәклиндә көстәрирләр, 
_ бела ки бунлардан һәр бири 


х==+(8—а)5, (3) 
Дх) не а -- (8 —г)5) = 76) (4) 


эвэзлэмэлэринин көмәјилә ваһид узунлуглу парча үзрә 
стандарт интеграла ня 


ЦЯ = (л Д5)а5. (5 
Ё Демэли, 


8 1 ы 
12 5644 ОАВ = 


| (д) үзәриндәки хәтт ишарәсини ]азма]ачагыг) ®-ны мүн- 
тезом шәбәкә ш едәҹәјик. Онда 


| лл-Х 2, 


ий 


= г Д(х)ах = | Тих, + ћ5)85 


ха 


јазмаг олар. М= „шз әдәддирсә, онда 


Ша 
ізі 
ж2і 
маз | убдах=2- | Қо, .-Ь-2045)05, 

Хха—2 
ә с 
Беләликлә, мәсәлә ваһид парча үзрә (5) интегралы 
н квадратура дүстурунун гурулмасына |кәтирилир. 
8<1 парчасында 0<5,<281<С...<54<1 дүјүн 
гтоларини (квадратура дүстур. нун шаблону) көтүрә- 
вә (3) интегралына 


мр = „Л. (6) 
+ к=0 


руну гаршы гојаг. 
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Садз квадратура дүстурларына бахаг: 
ыы дустуру (шаблон бир дујундан ибарэт- 
дир): 
24) ~ 1 І 7 
т=0, рт --. мдеЈ (+) 


трапесија дүстуру (ики дүјүн нөгтәси): 


1 1 
т-і, =, Р ос 50= 0, 51-1, 


АО) = - (0) +70); 


Симпсон дүстуру (үч дүјүн): 


48-1, 


1 4 
т=2, 126525 ТУУ, аа 0, = 


А (70) +47 (5) 0) 


вә башгалары. Бир гајда олараг, практикада шабло- 
нунун дүјүнләри аз сајда олан дүстурлар тәтбиг олу- 


нур. 
Инди # аддымлы (Х, = М} мүнтәзәм шәбәкәсиндә 


(1) интегралы үчүн ујғун дүстурлары јазаг. (3) вә (4) 
әвәзләмәләрини нәзәрә алмагла, алырыг: 
дүзбуҹаглы дүстуру: 
№1 
“ы 1 
= Ў моа) Хат + @) 
(20 
трапесија дүстуру: 


М 
лил = Ў алоо в, 


1-0 


Симпсон дүстуру: 
мл У) аЛа) Бал ај АЈ... + 


"ај „Ај + Лу). бурада М=2% (9) 


2. Квадратура дүстурларынын гурулмасы, Јуха- 
рыда де|илэнлэрдэн а|дын олур ки, шорћимизи 


1 т. 
| јој = ғ./9- (10) 
о к=0 


квадратура дустуру ујғун гојулан (3) стандарт инте- 
гралы үчүн апармаг кифајәтдир. Үмуми һалда дујун- 
лор вә чэкилэр намә’лумдур вэ сонра тэ’ин олунур. 

Әввәлҹә дујунлорин верилдији вэ квадратура дус- 
турунун {рк} чәкиләринин тапылмасы тәләб олунан 
һала бахаг. Биз белә бир тәләбдән истифалэ едәҹәјик 
ки, (10) дүстуру г < т дәрәҹәли ихтијари Р,(8) чох- 
ћодлиси үчүн дэгиг өдәнилир: 


3 
3 
2 
1 

| 
3 


АРД = ПР, г< т. (11) 
г дэрэчэли чохћодлинин (11)-и өдэмэси үчүн квадра- 
тура дүстурунун «(4 = 0, 1,...,г) дәрәҹәли ихтијари 


5' бирһәдлиси үчүн дәгиг едонилмосини тәләб етмәк 
кифајәтдир. 145 | -1/(84-1) олдуғуну нәзәрә алараг 
(11)-дән т- 1 сајда 

Р-Р +--- Фра 1, 


Робо + Ри $1 + ++: Ра $ = 1/2, 


Розрив Фраза = т +1). « 


тәнликләрини алырыг. Бу системин |еканә һәлли вар 
чүнки онун детерминанты Вандермонд детерминанты» 
дыр ки, бу да 8 <51<...<5е дүјүнләриндән үст- 
үстэ дүшәни олмадыгда сыфырдан фәрглидир. 

т= 9, 89-40, 51 = 1/2, 52 = 1 гәбул етмәклә Рі 
лра 1, р-р: = 1/2, р/4--ра--1/8 системи- 
ни алырыг ки, бунун да һәлли Симпсон дүстурунун 
“чакиларидир: ро = Рз = 1/6, р = 4/6. Беләликлә, Симп- 
сон дустуру икидәрәҹәли чохһәдли үчүн дәгиг олур. 
Симметријаја көрә о һәм дә бүтүн үчдәрәчәли чох- 
ћодлилор үчүн дэ дәгиг олур: 


ра(5) = 1-Е аа (5 — 1/2) + а(5— 1/2)* + аа(5 — 1/2), 


чүнки о, (5) = (5 — 1/2) үчүн дәгигдир. Доғрудан да 
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Дүзбучаглы вэ трапесија дүстурлары хэтти функ- 
сија үчүн, је'ни бирдэрэчэли чохћолли үчүн дәгиг 
едонилир. Буну билаваситә јәгин етмәк олар. 

Үмуми һалда Р (5) олараг Лагранжын интерполја- 


т 
сија чохһәдлисини ЖСБУЛИСТЕ көтүрмәк олар, 


85% 
бурада /т(5)—Лагранжын интерполјасија әмсалыдыр. 
т 


1 т 1 
ПР] = ! р„0)а = У /(5„) | (20948 -О жЛз,) 
ко 0 к=од 
бәрабәрлијиндән көрүнүр ки, 2, чәки вуруглары 
1 


Ре= | (545 (12) 
0 
дүстуру илә те'јин олунарса, онда (10) дустуру т дә- 
рэчэли чохһәдли үчүн дэгиг олур. Бу типли дустур- 
лары Котес квадратура дустурлары адландырырлар. 
Охшар дустурлара мисал олараг даћа ики квадра- 
тура дүстурларына бахаг: 
дерднегтоли шаблонда, 5, = 6/3, (#=0, 1, 2, 3), 
т = 3: 


А = в (ЛО +) +3/ (4) 570) 
еһе. ае, 
бешнөгтәли шаблонда, 5,===/4 (8-0, 1, 9, 3,4), 
т= 4: 


АО = Т7) + әу #12 ы лл) 


Кыз. ЕЕ 42 
Ро = Ру 90’ 21 Рз 90 ' Рї 90" 
Јухарыда бахылан беш квадратура дүстурларынын 
Һамысында шаблонлар 0 <5< 1 парчасынын $ = 1/2 
орта нөгтәсинә нәзәрән симметрик олан дүјүнләрдән 
ибарәтдир. 
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3. Интеграл формада галыг ћодли Тејлор дустуру. 
Квадратура дүстуру хэтасыны тэдгиг едоркон бизэ 
интеграл формада галыг һәдли Тејлор дүстуру лазым 
олачаг: 

2 л 
ЛО) вО) О) +. += у®(0) А, (5) 
(18) 
5 
– (65) лаж) 
ив) = | ЕС. уш. 
0 
Бу дустур п-ә көрә индуксија илә исбат олуна би- 
ләр. и = 0 үчүн доғрудур: 
5 
Ло) = ЛО) + Би), 8(9- | (даг. 
Б 


Фәрз едәк ки, и учун о доғрудур. Һиссә-һиссә инте- 
рт 


ш уба = 


ст 
0" т) ‚ (850 оао) = 
(п + 1) "у гр : Їр п+1) План 


пен + (е-е реза ра. (04) 
7 Гон» Вт 7 (9 
мунасиботини алырыг ки, бу да (18) дүстуруну п-+Е1 
учун исбат едир. 
В | вт, 830 оларса, (15) 
* 0, Е < 0 оларса, 2 
функсијасыны дахил етмәклә Ду галыг һәддини 


Кра = (кыз тара (16) 
8 


шәклиндә јазаг. 

4. Квадратура дүстурунун хэтасы. 0<5<1 пар- 
сында л + 1 тәртиб кәсилмәз төрәмәси олан С“? 
ункси|алар синфиндә (/(8)6С0:5510,1|) квадратура 
стурунун 


= 


179 


АОЛ АЕ 21] (17) 
хәтасы үчүн дүстур чыхараг. Онда (13) дүстуру доғ- 
рудур, јахуд 

п 
ЎР + (9), Ри) = У] - учо). 8) 

= 
Әввәлки бәндләрдән (бах. б. 2) ајдындыр ки, тдә- 
рэчэли Р,(5) чохћодлиси учун (10) дустуру ики ћалда 
дәгигдир: п < т-+1 = п, олдугда, экэр т чүт вә дус- 
тур симметрик оларса; и < т=л, олдугда, галан бү- 

түн һалларда. Биз һәләлик фәрз едәҹәјик ки, 

ЛІР = Д], јони п < м. (19) 


Инди А(/) фәргинә бахаг вә (17)-дә = Р, + Р, 
әвәз едәрәк. (16) вә (19)-у нәзәрә алсаг, 


А(7) = МЛ—ИЛ = 
= (МР — ЦР.) + (ЛГА, 11—408, ]) = 


= АА-А, = У Р, | Кај 0) ец) ае 


к= 8 


ты 


ке — 4) лена аѕ = 
0 


=—. 


1р т 1 
=] [5 Р. К(5— 0) — ( Ка(5— өв | нра. 
9 к=0 0 
(15) ифадәсиндән истифадә етмәклә, К,(8- 1) үчүн та- 
пырыг: 
17 


1 = ет 
ШЕ да: = | өтеу. ау- Мин": 
? ! 


(7-1) 
Е 


Нәтаҹәдә хәта учун дустур 


1 
А(0- Бү је ба, (20) 


шэклини алыр, б,рада 
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1—ун 
Ї (В = > РК — 0) — 5 (21) 
+1 
п дк (1-1) 


” Бурадан хәта учун 


АЛ Мс (22) 
гијмотлондирилмоси алыныр, бурада РАЙЫ (ЕЗ Мк, 
Мил > 0 сабитдир вә 

1 
быз 115 (014. 
0 
Әҝәр Р,1(0),0< = < 1 парчасында ишарәсини дојиш- 
мирсә, онда орта гијмәт һаггында теоремә көрә 


1 
А Лей | Е (042, 560, 11. 
0 


5. Конкрет дүстурларын хәтасынын ги)мэтлэнди- 
рилмәси. (3) стандарт интегралы үчүн 3(/7-А1Л1-- 
--І|У| квадратура дүстурунун хәтасынын гијмотлонди- 
рилмәсени алаг. (1) вә (3) интеграллары үчүн дүстур- 
ара кечәркән нәзәрә алмаг лазымдыр ки, 

4708) а) 
ав ах 


1 Т)- Хх), х=а- (8 —ајз, 4Дх--хйй, х«-ф-а. 


4] = У хр.) — | одах а (1) 
к=д а 
тасы учун (22)-јо көрә 
ГАЛ | <," тах | /б44(х) |, 
ЕЗГІ 


1 
фа | УОЛ: 
9 


Л — Л/] хәтасыны һесабламаг үчүн ајдындыр ки» 
Л|| хәталарыны шәбәкәдә ҹәмләмәк лазымдыр. 
Садә квадратура дүстурларына бахаг. 
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1) Дүзбучаглы дүстуру: т-0, ро-1, 8 
=1/2, д(Д) = Д(1/9). (20) дустуруна көрә 
1 


кеге ЕЙ ий, ораси ПЕ 
“ІЛ [297 (да, Бш) = К (~ ) а 


јаза биләрик, |э’ни # > 1/2 олдугда Ру(#) = — (1- 
— 15)/2 < 0, | <1 олдугда исә Ру) = (112—2) — (1- 
— "9 = — 1772 < 0, јони Е(2) < 0 сабит ишарәл 
функсијадыр вә 


м0) = ғо) | Рида = – 0, пе (0,1). 
0 
Бурадан чыхыр” ки, 


алл (а) | оа — д7". 
е Е (2 


і-1,9,..., М-ә көрә чэмлэсэк вэ әдәди ортанын 
т х 
е Ул 770000), "Е, 9 
ізі 


Уб) 2 
2 

олдуғуну нәзәрә алгаг, дузбучаглы дүстурунун хәт 
сы үчүн 


м Р 
аа а) 


аларыг. Әҝәр /(х)-ин һеч олмаса дөрдүнчү тәртиб к 
силмәз төрәмәләри варса (/(х)еС”(п2>4)), онда хә 
үчүн асимптотик ајрылыш јазмаг олар: 


(р) = а = а, (9 
бурада 

; 
з= = 0) —/'(а]. 


Доғрудан да, (20)-да 
то" (+) + (+ сүре 
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ифадәсини јеринә 
лардан сонра 


= а = 
М) (В) а 7. зе, 1), 
тапырыг. Бурадан 


т м. 4 к 
> 0-5 боласа Улу". 
1-1 


ізі 
(23)-ә көгә 
№. 


(1 
| » Мола [дах — уа (%)-(06-а), а, 0], 
=] а 


“0лдугуну нәзәрә алсаг, 


ја ыб мүрәккәб олмајан һесаблама- 


(24) арылышыны аларыг, 

(24)-дән керунур ки, (х) ф нксијасы / (а) = '(6) 

Шортини өдәјирсә дузб, чаглы дустуру дөрдүнчү тар- 

| тиб дәгиглијә маликдир:» 1 (7) = 0(/1). Экэр /'(а) вә 
1'(6) мо'лумдурса, онда (х) = ф(х) + ах + Ва Јазмаг 

олар, бурада (х) (а) = ”(0) шэртини өдә)ир, белә 
її == 22052415) (9)--/ (а) Онда 

4 8-а 2%6—а) 

[4 [Л 

[одах = [е(х)ах + с, 


а 


с= аа) + И — а), 


8(5)-ин интегралы дүзбучаглы дтстуру илә 0(/*) дә- 
иглији илә һесабланыр. 


| Ба лесија дүстуру: т=1, р= р = 1/2, 
най? 


А0)- 4-(7(0 (М 
= іш -Ө»0 функси)асы сабит ишарәлидир, | 
4 көрә дә 
0,09-4 че) 0а), Реја, 0), 
лэндирмэси доғрудур, ]э’ни трапесија дүстуру 


ынын ифадәсиндә 4% гаршысындакы әмсал дүз- 
лы дүст,рундакындан 2 дэфэ бејукдур. Јухары- 
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дакына аналожи мүһакимәләри тәкрар етмәклә јәгин 
едирик ки, 

Ра) = — 2012 + о“, јеси, п>& 
дүстуру доғрудур, бурада аз (24)-ә көрә тә'}ин еди- 
лир, ц = 5 

3) Симпсон дүстуру: т = 2, 8-0, $1 = 1/2, = Ја 
ро = Ра = 112, р = 416, 
= 1:15 -/1 
МО = + (10 +4 (~) 0) 


Симпсон дустуру үчдэрэчэли чохћодли үчүн дэгиг 
олдуғундан п = 3 олур вэ һесаблајырыг: 


1 
мл) = (Р) "а, 


4 


Р = 10—001 0) (1-4 


20-40 
24“ 


Бурадан тапырыг 


Рд = 100—0), 66-р: 


Р.) = = (а ај сё, 
бүтүн ЕЕ (0, 1) учун Ри > 0 вә демәли, 
1 
2 1 
Ец,Йа---- 
| (04 = вао" 
она көрә дә 


пе үс 1 = 
М) = = 7.09. 1-00, 1. 
дүстуру доғрудур. >й 
х-ә көрә интеграла кечсәк вә х= 21, Жы 
= (оће (ы) олдуғуну нәзәрә алсаг, 


ВИ хын 
= па је на 1 
= | Жат Е 2. 
рур) 2, 2 | 5 2 ! Уодах 
> кі-і 


28-24 У өү ж 
Өт в (Е), “ес [а, 0], 


бурада № = 24, Ё=1|М. 
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Лх) = С) ( 2» 6) оларса, онда 
Бұ = а ай, вв = О(1), 


| 
“- те 7 08 = 60770) – 770) 


шәклиндә ајрылыш алмаг олар. 

6. Дәгиглијин артырылмасы Рунге үсулу. /(х) 
кифајот гэдэр һамар функси]адырса, онда квадратура 
дүстурлары үчүн (эввэлкилэрлэ аналокијаја көрә) 

Руј) = Ју) 0) = тым Баје. . 
шокилли асимптотик ајрылыш алмаг олар. Бурада 
ЕЛИ 19,| (%--9,4)-ләрдән хе|ли кичикдир, она 
көрә дә квадратура „дүст рунун догиглијинин арты- 
рылмасы чох ваҹибдир. 

Һесабламалары / вә Л» аддымлы ики мүнтәзәм шә- 


_бокодо апараг вә /Ч/|-ЛыЛ вә Ј = МИЛ 
№, = МУ, = 6 — а ифадәләрини тапаг. Бу ифадәләрин 
әтти комбинасијасынын хәтасы: 


Руј) =< 0") + (1—9) “р, 


“вэ ГО” илә мүгајисәлә даһа јуксок тортибли кәмиј- 
олмасыны тәләб едәк. Әҝәр 2” = О, учун 


МЕЛ Лу] «ай а гр 


стуру доғрудурса, онда 0" = (о Ј"[7] + (1—е)/"17)— 
ЛЛ үчүн 
(у) = вд618--(1--2)1 ) а, (54 + (1 — а) 14) +... 


ыг. <? -| (1— а)л = 0 шэртиндэн а параметрини 


а = (18 — М). 2 


Б (ЛЕ (1— в) 19) +... = О (1), 
ћ = тах (Лү, Ёз) 
биләрик белә ки, с14- (1 — а)/4 <0. Экэрр=2, 


А оларса, онда Б'(ј) = — а 118 +... = 0(44). Бе- 
їклэ, һесабламалары Ж, вә 25 ү аддымлы ики шэ- 
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бэкэдэ апарараг, 7-4/"--(1--0)/" үчүн дәгиг- 
лијин тәртибини 2 ваһид (4-Р гәдәр) артырдыг. 
Гејд едәк ки, 21 ғддымлы 2", [7] трапесија дус- 
туру илә Ли, [| дузбучаглы дүстуруну комбинә ет- 
мәклә й аддымлы ЈЕ ма|/] Симпсон дүстуруну алырыг: 


ИСНЕ 
8 


ДАЛА. Ласа Лаг Ба), 


бурада Р = (6 — а)/(27). 

Бир нечә щәбәкәдә һесаблама үсулу һәтта хәтанын 
баш һәддинин тэртиби мэ’лум олмадыгда белә дэгиг- 
лијин артырылмасы үчүн тэтбиг олунур. (Е/ткен про- 
сеси). Фәрз едәк ки, хәта үчүн 


О") = ап а, +... 4> Р 
кесторилиши догрудуг, демәли, 
ђе Лам... 
Һесабламалары үч шәбәкәдә апараг: №; = ћ, һ,-р), 


ћу = № (0< р < 1). Әввәлҹә р-ни тәјин едәк. Онда 
О(ва) һәддини нәзәрә алмырыг. 


О н—е 
Ал 1 — 18 
нисботини дүзэлдирик вэ 


р= АЛ == 
Р 


тапырыг, р-нин тәгриби гијмәтини билмәклә, јухарыда 
шарћ олунмуш Рунге усулу илә дәгиглијин тәртиби 
артырмаг олар. Бунун үчүн = "(1 — в)" ком“ 
бинасијасыны дузолдирик вә а-ны елә сечирик ки, 2 
4-(1-018-(84-01--9) реја =0 олсун, јо'ни в == р2/(02 
— 1) = 101 — А). Онда Гї--7--/ хәтасы үчүн 
РЈ) = О(19). 
алырыг. 


Элбэттэ, бүтүн бу мүһакимәләр Хх) функсијас 
нын ујғун һамарлығы үчүн мә на кәсб едир. 
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| 
3 
|- 7. Башга квадратура дүстурлары. Үмумилији поз- 
_ мадан 
| 
4 
3 


ЛЛ (/одах (25) 


һесаб етмәк олар. Биз ин:иэ гәдәр (5) дүүүнлэри 
верилмиш квалратура дүстурларына бахдыг: 


- х 
| НЭЭЖЭЭ : (26) 
3 х0 

Бу дустурлар № дәрәҹәли "бүтүн -чохһәдлиләр үчүн 
дәгигдир. Әкәр анҹаг с, эмсалларыны јох, Пэм; гә х, 
дүүүнлэрини на’мэлум һесаб етсәк, онда тәләб етмәк 
олар ки, (26) дүстуру 2У--1 дәрәҹәли бүтүн чохћод- 
лиләр учун дәгиг олс’ н. Белә дүстур Гаусс дустуру 
4 


адланыр. Дүстурун 1, х, х?,..., хп,..., хм бирћод- 
_ Лилори үчүн дәгиг олмасыны, јојни 
№ % 
ч тү 1 
СО Ён х= = хах = = 
мат] У АСА т+1р те 


к=0 5 


т-0,1,...,9М-І, 


олмасыны тәләб {едәрәк дујунлор вә чәкиләр үчүн 
2М + 2 сајда 


ЊЕ... су =1 
бах, +... + суху = 1/2, 


СОЕ с, УН р. + сүх = ((М 1), 


їиклэрини аларыг. Мәчһулларын үмуми сајы 2У+ 
-2-із, јони М-1 намә?лум дүјүнләрин во У 1 чә- 
вуругларынын са|ына бәрабәрдир. Исбат етмәк олар 
и, јазылмыш тәнликләр системинин һәлли вар. М=>2 
угда садә Гаусс дүстуруну јазаг: 
шад А): р УУ 
о + Ли) + ла), 
рада 
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-Ү06 70,6 
туш ауа 


2 ғ. 32 
Гаусс дүстурлары дујунлорин сајы аз олдугда |ахшы 
дәгиглик верир. 

Даһа бир мисал бүтүн чәкиләрин бәрабәрлијини 
гәбул етмәклә ән јахшы дүјүнләр сечилән Чебышев 
квадратура дүстурудур. Бу һалда 


Хо 


ЕНІ! = | 

1 | 

Дүстурун /(х) = х, х,....,“ учун дәгиг олма- | 
сыны тәләб едәрәк, Хү, Х,,.... Ху-ләри тојин етмәк 


үчүн М сајча танлик алырыг: 


1 
Е РА 
т+ 


Бу тәнликләрин т=1,2,...,7, 9 олдугда һәлләри 
вар, т = 8 вә "2-10 олдугда исә һәгиги көклә, и јох- 
дур. т =3 олдугда Чебышев дүстуру 


(лели ЧЕ уз) (25) + 
(+03). 


мәсинә | /'* |, гаршысындакы әмсал Симпсон дү 
турунда олдуғундан ики дәфә кичикдир. 

Гејдләр. Бир чох һалларда интегралларын һесаб 
ланмасындан габаг онларын интегралалты функсијаный 
спесификлијини нәзәрә алан чевирмә лазымдыр. 
саллар: 


1) я) = чүт^®% Җ(0) <= 0, руни х = 0 олдугда 


1(х) махс, сијјото маликдир. Бу мәхсусијјәт дојишан! 
әвәз етмәклә арадан галдырылыр: 

1 1 1 1 

Ї Кхах- = ах = {леда х = | дав #= 
0 0 % 0 0 

2) Интегралалты функсија експоненсиал характе 
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маликдир: /(х) лесе”, јо'ни Іп/(х) функсијасы хотти- 
дир. /(х)-и /(х) --ехр(іІп/(х)) шәклиндә көстәрәк, 
(о-н Іх, ХИ парчасында хәтти олараг интерпол- 


јасија едәк 
Іх) = Ш: 
Е ақ) уе ЕТЕРІ 


вә сонра Х-э көрэ х, |-дӘн хгіә гэдэр интеграллајаг. 
Бу дүстур практикада элверишли олур. 

8) /(х) тез оссилјасија едән функсијадырса, ону 
Қо) = у(х) сове х шәклиндә јазмаг олар (бурада ө > 
> 1), онда интегралын һесабланмасында ашағыдакы 
пријомдан истифадә етмәк олар. Әввәлҹә һиссә-һиссә 
интеграллајаг 


х.х хх 
5 ај. 


х: хі 
| юдах- Ї у(х)совохах = 
1-1 х— 
| 1 хі 

2 0 

74 Т у'(х)ѕіп охах. 

С По — м 
У(%)--|х, 1, ~, парчасында хәтти функсијадырса, он- 
да сарда интеграл ашкар шәкилдә кетурулур. Әҝәр 
У(х)-п дәрәҹәли чохһәдлилирсә, онда һиссә-һиссә 
интегралламаны п дәфә јеринә јетиририк. 


Ш фәсил 


ХӘТТИ ҸӘБРИ ТӘНЛИКЛӘР СИСТЕМИНИН 
ЭДЭДИ ҺӘЛЛИ 


Бу фәсилдә ҹәбри тәнликләр системинин :әләди Һәл 
усуллары, је'ни хәтти ҹәбрин әдәди үсуллары өјрәни 
лир. Ики тип үсул--бирбаша вә итерасија үсуллар 
мевчуддур. Биз һәр ше)лән әввәл үмуми шәкилд 
олан системләр үчүн Гаусун јохетмә үсулуна вә ону 
вариантларына— хүсуси шәкилли (үчдиагонал вә | 
блок-үчдиагонал матрисли) системләр үчүн говма, мат 
рис говма үсуллавына бахырыг. Бу, бирбаша усуллар 
дыр. Онларын еффективлиіч системин тәртибиндән в 
матрисин структурундан асылы “ыр. 

Итерасија усулларыны ө|рәнәзкән “биз тәнликлә 
системинә биринҹи нев Ай --/ оператор тәнлији ким 
бахырыг вә А операторуна көрә минимал шәртлә 
дахилиндә оператор тәнликләр үчүн итерасија үсу/ 
ларынын үмгми нәзәријјәсини шәрһ едирик. Үмум 
нәзәријјә А оператору үзәринә минимал мәһдудијјәт 
ләр гојмагла, Зејлел вә јухары релаксасија үсуллар! 
үчүн итерасијаларын јығылмасыны исбат етмәјә им 
кан верир. Ики синиф үсуллара бахылмышлыр: 1) һә 
һансы Нь, енеркетик фәзасында А оператору спектри 
нин 11 > 0 ва 1, > 1! сәрһәдләри мэ’лум олан һал үчү 
2) 11 вә 1; сәрһәдләри мэ’лум олмајан һал үчүн $5-д 
өјнәнилән нөвбәли үчбучаг үсулу олдугҹа еффектиғ 
дир. 


$ 1. Хәтти ҹәбри тәнликләр системи 


1. Тәнликләр системи. Хәтти ҹәбрин әсас мәсәләс 
АШ (1 

тәнликләр системинин һәллидир, бурада и = (4! 

п® ,..., и) ахтарылан вектор, /--(/0),19),.., М), 

М елчулу мэ’лум вектор, А = (а;) (4,7-1,2,..., М)- 

елементләри а,, олан МЖМ тартибли матрисдир. 
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Фәрз едәҹәјик ки, А матриси ҹырлашмајандыр; 
де А == 0, демәли, Аи = 0 тәнлијинин анҹаг тривиал 
һәлли вар, вә (1) системинин јеҝанә 


и- Ау 

һәлли вар. 

Хәтти ҹәбр курсунда (1) системинин һәллини, адә- 
тән Крамер дүстурларына көрә детерминантларын нис- 
бәти шәклиндә ифадә едирләр. (1) системинин әдәди 
һәлли үчүн бу дүстурлар јарамыр, чүнки онлар №--1 
сајда летерминантын һесабланмасыны тәләб едир ки, 
бу ла өз нөвбәсинлә чохлу сајла әмәлијјатлар (№! 
тәртибдә һесаби әмәлијјат) тәләб едир. Һәтта бир де- 
терминантын ән јахшы үсулла һесабланмасы белә тәх- 
минән хәтти тәнликләр системинин мүасир әдәди усул- 
ларла һәлли гәләр вахт тәләб едир. Бундан башга, 
нәзәрә алмаг лазымдыр ки, Крамер дүстуруна көрә 
һесабламалар чох вахт бөјүк јуварлаглашдырма хәта- 
сына ҝәтирир. „ 

(1) системи үчүн әләди үсулларын әксәријјәтинин 
характер ҹәһәти тәрс матрисин тапылмасындан имтина 
етмәкдир. Һәлл үсул на гојулан әсас тәләб, тәгриби 
һәллин верилмиш => 0 дәгиглији илә ахтарылмасы 
учун кифајәт елән һесаби әмәлләрин минимум олма- 

сыдыр (әтәди үсулун сәмәрәлилији). 

2. Системләрин хүсуси һаллары. (1) системини 
ашағыда көстэрилэн хүсуси һалларда һәлл етмәк чэ- 
тин дејил. Тутаг ки, А--диагонал матрисдир, јони 
а = 0, /зесі, а, 90, (1, ] = 1,2,..., №. Онда систем 


ай 49 ЕТ. 
шәклини алыр ки, бурадан да 
ООо. М. 


Әҝәр А--ашагы учбучаг матрисдирсә, јони ј > і 
оланда а, = 0 (0,7 = 1, 2,..., №), а, #0, 


10:70: 22002 
ал а - 0 
“дуу Фу“ бум 
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оларса, онда тәнликләр системи 


айшы, (2) 5 Ја 

аһ и аи в 
ть ЕС 
ам =). 


рунун компонентләри п = 1-дән 


шәклини алыр. и векто| 
ә кечмәклә ардыҹыл тапылыр: 


башлајараг м-дән п--1- 
Ее ТА 1 2 1 
„0 = <= и = 4 (у = аи“ |же; 


а ат 
: п 
КЕ эн» ЭХ аск ы”), 
аты, п+1 
онар 21621: 
и = (и®...., и) векторуну тапмаг үчүн 1--3-- 


-Е5--...--2М--1- № сајда һесаби әмәл тэлэб олу- 


нур. 
А--/ухары учбучаг -матрисдирсә, јо'ни / < олдуг" 


да а = 0, а,з-0 (і,)--1,2,...» 


йа Са а — 
а азу 
С лу-к» Жр» * г 
0 Ч, м + 2-і, 
> а — 
оларса, онда (1) системи 
аһ” аи +: ам Ш = у, 
2) М) 2) | 
ами. - ш тэр , | 
(8-0) (№ 
акама“ Тамм“ | 
(№ _ АМ 
ац =/. | 
шэклинэ душор. | 
и = АТ! ў векторунун компонентләри п-- 1-дан п- 
кечмәклә | 
(М) 2 | 
и = Ї ЖЕГІШ 1 һ- 2 ама?) ы 
су апп дапа | 
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- 


п-М--1, №—9,...,9,1, (2) 


дүстурларына көрә ардыҹыл тапылыр ки, бу да № 
са|да эмэл тэлэб едир. 

Методун сечилмоси вә онун сәмәрәлилијл А мат- 
рисинин шэклиндэн һәм дэ ЕҺМ-ин типиндэн асылы- 
дыр. 

Чох мәсәләләр үчүн А, елементләринин әксәријјәти 
сыфыр олан се/рәкләшмиш матрисдир. Белэ матрис- 
ләр диференсиал тәнликләрин фәрг аппроксимасија- 
сында тез-тез јараныр. Бу матрисин елементләри, 
адәтән, верилмиш дүстурларла һесабланыр вә онлары 
машынын оператив јаддашында сахламамаг да олар. Бу 
чох ваҹибдир, чүнки белә матрис дәрин тәртиби он вә 
һәтта јуз мин фла биләр. 

Сејрәкләшмиш матрисин хүсуси һалы лентшәкил- 
ли матрисдир; онун сыфыр олмајан бүтүн елемент- 
ләри баш диагоналын јахынлығында Јерләшир, ]э’ни 
[:—/| > 1 оларса а, = 0, бурада 1< М. Сыфырдан 
фәргли елементләр баш диагонал да дахил олмагла 
21--1 сајда диагоналлар үзәриндә јерлошмишдир. 
Буна мисал үчдиагоналлы 
жібу 0, 

аа -су 


=ош 6ш 


(--2,8,.,.,Х-41. 
“шэклини алыр. Бу, бизим 1 фәсилдә бахдығымыз ики- 
тортибли фәрг тәнлијидир ки, орада онун Һәлли учун 
овма үсулу тәтбиг олунмушду. 

® 3. Биринҹи нев оператор тәнлик. Мэ’лумдур ки, 
һәр бир А = (а) (,/-1,9,..., №) матриси Н“ фә- 
Засыны өзүнэ ин'икас етдирон А хэтти операторуну 
јин едир: 


Истәнилән ШЕН“ учун Аше НУ јахуд А: НА НХ. 
Тәрсинә, һәр бир А оператор} на (һәр һансы оне 
базисиндо) Л х № өлчүлү Л — (а:;) матриси ујғундур, 
бурада ау, ЛЕ, векторунун компонентидир. Она көрә дә 
биз (1)-ә А: НУ— ну операторлу биринчи нөв 

Аи =], и, јен“ 
оператор тәнлији кими баха биләрик. 

(1) вә (3) мәсәләләринин еквивалентлијини гејд 
етмәк үчүн ејни А ишарәләмәсини матрис учун олду. 
ту кими оператор үчүн дә сахлајырыг. Н”-дәки № 
ишарәсини бурахаҹағыг вә садәҹә олараг Н јазача- 
ғыг. (1)-дән оператор тәнл+]э кечмәк итерасија усул- 
лары нәзәријјәсинин шорћи учун элверишлидир. Бу 
вахт А матрисиний стру ктуру һаггында һәр һансы 
конкрет мэ’луматдан истифадә олунмур. 

Н фәзасында (,) скалјар ћасилини вә їнї =И (а, и) 
нормасыны дахил едәк. Фәрз едәҹәјик ки, А операто- 
ру ез-езуно гошма; ыр во мүсбәтдир: А = А*> 0. 
Һәмчинин (и, 0) = (Ди, >) скалјар ћасилли вә (| 12 = 


= И(ри, и) нормалы Н, фәзаларына бахачагыг, бу- 
рада 1)—е3-езуно гошма мүсбэт хәтти операторду 
р:Н—н, р = р* >0. 

(5 Х) (<=1,2,..., ил А операторунун мәх- 
суси векторларыны во мохсуси гијмәтләрини ишарә 
едәк: 

45-38, (Е, Ба) = 5» 5,т-1,2,...,М 

А>0 олдуғундан > 0 вэ һесаб етмәк олар к", 
бам... <»), демәли, 


ХЕ<А< Ё, М = тіп Он 


бэрабэрсизли]и доғрудур. | 
3,0, нисбэтини шәртләшмә әдәди а ландырырлар, 
Практикада тәрс нисбэтдэн, јо'ни %-) у парамет- 
риндән истифадә етмок олверишлидир ки, биз буну | 
шәртләшмә елчусу адландырачағыг. Ашағыда көстә- | 
рәҹәјимиз кими, итерасијаларын јығылма сур’эти бун- | 
дан асылыдыр. Ријази фидика тәнликләрини (мәсәлән, 
Лаплас тәнлијини) аппроксимасија едән Фэрг к. 


ләри үчүн & параметри кичикдир: 221072 — 107" (шэрт- 
лэшмэ эдэди бејукдур). 
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и = 7 дүстурундан көрүнүр ки, 
па јен Апији, ПА = 10. 

Бу бэрэбэрсизлик (1) мәсәләсинин һәллинин сағ тэ- 
рәфә көрә дајаныглығыны ифадә едир. дкор|| А“ | = 
= ЏИМ чох бөјүкдүрсә, онда (5) мәсәләси коррект ол- 
маја биләр, јә’ни сағ тәрәфин верилмәсиндәки хәта- 
лара, о ҹүмләдән јуварлаглашдырма хәталарына нәзә- 
рән дајаныгсыз ола биләр. 

4. Бирбаша вә итерасија үсуллары. (1) системи- 
нин һәлли үсулларыны бирбаша вэ итерасија үсулла- 
рына ајырмагла (әлбәттә, һәмчинин һибрид, ја ни га- 
рышыг үсуллар да вар) онлары шәрти олараг ики 
група бөлүрләр. Бирбаша үсуллар кириш информасија 
(тәнлијин сағ тәрәфи / вә А матрисинин а; елемент- 
ләри) дәгиг верилдикдә вә һесабламалар јуварлаглаш- 
дырма олмадан апафылдыгда тәнликләр системинин 
дәгиг һәллини сонлу сајда әмәлләр һесабына алмаға 
имкан верир. Бирбаша үсула ән садә мисал говма 
Үсулудур. Әлбәттә, бирбаша усуллар да һәлли мүәјјән 
дәгигликлә верир ки, бу да јуварлаглашдырма хәта- 
ларындан, јо'ни машындан вә Памчинин методун өзүн- 
дән асылы олан һесаблама дајаныглығынын характе- 
риндән асылыдыр. 

Итерасија үсулу системин тәгриби һәллини һәр 
Һансы башланғыч јахынлашмадан башлајараг, |ахын- 
лашмалар (итерасијар) ардычыллығы гурмаг јолу илә 
тапмаға имкан верир. Тәгриби һәллин өзү сонлу сајда 
итерасијалардан сонра алынмыш һесабламаларын нәти- 
чәсидир. 

Бу вә ја дикәр эдэди үсулун сечилмәси бир чох 
чәһәтдән--әлдә олан програмлардан, А матрисинин 
Шшәклиндән, һесабламанын типиндән вә с. асылыдыр. 
„Һесабламанын типи“ сөзүнү изаһ едәк. Мәсәләнин 
мүхтәлиф гојулушлары мүмкүндүр: > 

1) Конкрет (1) масэлэсинин ћоллини тапмалы; 

2) (1) мэсэлэсинин ени бир А матрисино вэ мух- 
тәлиф саг тәрәфләрә (7) ујғун бир нечә вариантынын 
ћоллини тапмалы. Конкрет (1) мәсәләси үчүн оптимал 
олмајан метод чохвариантлы һесаблама үчүн тамамилә 
еффектив ола биләр. 

Чохвариантлы һесабламада бо'зи кәмијјәтләри һәр 
“вариант үчүн јенидән һесабламајыб, онлары јаддашда 
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сахласаг, онда бир вариант үчүн әмәлијјатларын орта 
сајыны азалтмаг олар. Бу, әлбәттә, машындан, онун 
оператив {аддашынын һәҹминдән асылыдыр. 

Дејиләнләрдән ајдын олур ки, алгоритмин сечил- 
маси һесабламанын типиндән, машынын оператив јад- 
дашынын һәҹминдән вә әлбәттә, системин тәртибин- 
дән асылы олмалыдыр. Алгоритмин кејфијјәти (1) 
системинин һәллинин тапылмасына тәләб олунан ма- 
шын вахты илә мүәјјән едилир. Башга үсулларла мү- 
гајисәдә һәлл вахты минимал олан үсулу сечмәк тэ- 
биидир. Лакин һесабламанын вахты чох факторлардан: 
Һәллин верилмиш дәгигликлә алынмасы үчүн лазым 
ҝәлән һесаби вә мәнтиги әмәлијјатларын сајындан, 
машынын иш сур’этиндэн вә оператив |аддашындан, 
програмын кејфијјәтиндән асылылы>. Алгоритмлэрин 
кејфијјәтинин нәзәри гијмәтләндирилмәсиндә онларын 
муга]исэси мәсәләнин һәллинин верилмиш = > 0 дәгиг- 
ликлә тапылмасы үчүн кифајәт елән һесаби әмәлләрин 
О (=) сајына көрә апарылыр. 


82. Бирбаша үсуллар 


1. Гаусс үсулу. Ардычыл |охетмә иде|асына осас- 
ланан Гаусс үсулунун бир нечә ћесаблама вариантлары 
вардыр. Ах--/, јахуд 


№ 
Ува іс-1,2,.---М КО 
1-4 


хәтти чэбри тәлликләр системинин Гаусс үсулу илә 
ћолли просеси ики мәрһәләдән ибарәтдир. 


Биринчи мәрһәлә (дүзүнэ кедиш). (1) системи 
үчбучаг шәклинә кәтирилир. 

х Вх (2) 
бурада х = (21, - намә ’лум, Ф = (8: 214 Фу)- 
мэ’лум векторлар, А Пары учбучаг матрисдир. 

Икинчи мәрһәлә (тәрсинә кедиш). Ху, Ху, 
.‚ Хү мәҹһуллары %1-гәки (2) дүстурлерына көрә 


та'јин олунур. 

Үсулун этрафлы шәрһинә кечәк. Гаусс методунун 
биринчи аддымы биринчидән башга бүтүн тән- 
ликләрдән Хү мочћулуну јох етмәкдән ибарәтдир. Фәрз 


| едәк ки, ап 0, (1)-ин биринҹи тәнлијини (# = 1) ац-ә 
бөләк вэ (1) системини 


лала уху Ф Фу- а Мац, 
2</< №, % = аш (3) 
а ар аху, 19,3, „№ (4) 
шәклиндә јазаг. (3) тәнлијини а-ә вураг (бурада і- 


1= 2,3,..., М әдәдләринлән ихтијари биридир) вә 
алынмыш тәнлији (4)-үн і-чи тәнлијиндән чыхаг: 


% 
| (ар—апбр)х +... + (ауа) ху Л— аут, 
| 


| 1=2,3,..,, М. 
| ар-ау-а,ф, Д0, а, Ф, 
| 4/-2,3,..... М (5) 


ишарәләмәләрини дахил едәрәк, алынмыш тәнликләр 
системини ((1) системинә еквивалент олан) 


мо бо 1... Вуху Ф, 
ах +... + ах = 1, 1-3,3,...М 


Шоклиндо јазаг. Бу системин матрисинин биринчи сү- 
туну, = 1, / = 1 оллугда ваһидә барабор олан би- 
ринчи елементгән бешга, сыфырлардан иберәт: ир. 

Ијкинјҹи аддым Хр-ни 

1 = 1 

%-+...+а х„= ЈА 

1) 1 == 1 
ах, +... аху = Ў 


системи! дән јох етмәклән ибгрәтлир, Бунун үчүн би- 
ринчи тәнлији аб-јо белок: 


Ху? ба Хе Ху =, 
# = /0Јар), бууг 000), 1-3,...,М, 
сонра ону (— 2(2)-јә вураг вә 
аад, 1. арх је, г=з,4,...‚ м 
Әнлији илә ҹәмләјәк. Нәтиҹәдә 
х, бых... би“ 
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ах, - Хут {25 вам 7 

а а ар, Л 7—00. 

е Зи о И (8) 

системини алырыг. Хз» Хаз ее» хуләр үчүн хх о м 
ләрә көрә (У — 1) тортибли (6) системино аналожи 
олан М— 2 тәртибли систем алырыг. 
Мүһакимәләри давам етдирәрәк, (У — 1)-чи аддым- 
дан сонра (јони Хү Хас: ху-атләри Јох етдикдан 
сонра) ! 


Ас хү ЛЭЭ, руд ху = Фо вы ЛЕЙ (9) 


алырыг. Нәжиҹәдә јухары үчбучаг матрисли (2) систе- 
минэ колиб чыхырыг: 


А+ выха баха БА Ф, 


хил бл, му 7 %н-і, 
Хул Фа. 

Гаусс үсулунун тәрсинә кетиши јухары үчбучаг Мат“ 
рисли (10) системиндән бүтүн хі-ләрин тәјин ёдилт 
мэсиндэн ибарәтдир. Асанлыгла көстәрмәк олар ки; 
јухармда шәрһ олунмуш Гаусс үсулуну бүтүн ба 
минорлар сыфырдан фәргли олан һалда тәтбиг етмок 
олар. 
Гаусс усулунда вурма вэ бөлмәләрин саыны һесаб- 
лајаг. Эввэлчэ дүзүнә кедишә бахаг. Биринчи аддым: 
да, ©, - № вурма вә бөлмә толоб олунур, икинчи ад 
дым © = (03-49 әмәлијјат тәләб едир ВӘ с; 
Дүзүнә кедишдә) 


м М 
-М(М--1)(2У +1) 
М—Е+1)= м ао 


сајда вурма вэ белмо сәрф еләрәк, М аддым етм 
лазымдыр. Тәрсинә кедиш ҮЧҮН, ајдындыр 
М(М 1/2 вурма етмәк лазымдыр. Беләликлә, ( 
тәнликләр системинин һәлли үчүн © = М (ма +3М—1 
вурма ва бөлмэ тэлэб олунур. Тәхминән елә бу ГӘ. 
дэ топлама тәләб олунур. 
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Гаусс методунун тәтбигинә аид мисал кэтирэк. Уч 
тәнликли (М = 3) системинә бахаг 


2х, + Ах, 2х, =4, (11) 
Зх + х, —2х, = — 2 (12) 
4х, + Их, + 7х, =7. (13) 


Дүзүнэ кедиш. Биринчи аддым, Биринчи 
тәнлији а= 2-]э бөләк: 


Хү--2Х,-1,5Х, =-2. (14) 
(14)-у —2-ә вураг вә (12) илә ҹәмләјәк, сонга (14)-у 
—4-э вураг вә (13)-лә ҹәмләјәк: 
— 5х: — 6,5х = — 8, (15) 
Зои 34-21: (16) 
Биз икитәртибли систем алдыг. - 
Икинчи аддым. (15)-и—5-ә бөләк: 


х. + 1,25, = 1,6. (17) 
(17)-ни--2-ә вураг вә (16) илә топлајаг: 
— 2,9 х, — 5,8 (18) 
Үчүнчү аддым. (18)-и—2,9-а бөләк: 
= 


х + 2х, + 1,5х, = 2, 
ха + 1,3х, = 1,6, 
== 
стемини алдыг ки, онун да матриси ]ухары учбучаг 


трисдир: 
іе — 
4 1 
о”0 лт 


Тәрсинә кедиш. Системдән ардычыл олараг 
ырыг: х; = 2, ху = 1,6—1,3-х, = 1,6 — 1,3-2 = — 1, 
= 2—2х,— 1,5Хху = 1. Беләликлә, (11)—(13) систе: 
ин ћолли тапылмышдыр: 


Хі--1, Х,---1, ж==. 


2. Квадрат көк үсулу. Бу үсул ермит матрисли 
иги һалда--симметрик) 


жш-/ © (9) 
системи үчүн јарајыр" А матриси ч 
А = 5*05 (20) 


һасилинә ајрылыр, бурада 5—јухары үчбучаг, О—диа- 
гонал матрисдир. Аш = / тәнлијинин ћолли ики 


5-Ру-/, Зи=у (21) 
системләринин ардыҹыл һәллинә |котирилир. 
(20) ајрылышыны алмаг учун 5 = (5), 2=(4,,8,) 
ишарә едирик вә тапырыг: 
м м 
(425), = > 45-445, (5"09) = 2,5,4. 5, 
= зе) 
чунки 5* = (5,37 бурада хэтт--комплекс гошма иша- 
рэсидир. 
Нәтичәдә 


х = 

У за а,%у- Фу (22) 

8-1 
тонлијини алырыг. (22) тәнликләр системини рекур- 
рент ћолл етмәк олар. 5—јухары үчбучаг матрис ол- 
дуғундан, онда Ё2»4 учун $, = 0, < үчүн 5, = 0, 
демәли, 


м = 
> 5 5ку@д = 
8-1 
1-1 "~ ї х 
Еа > Зы Зы 5150 + 55; Бызаа = 
= зегі 


23 
= ЈУ 5,5), + Зи Зи би -<44) 
8-1 


4-4) олдугда 


11 
154 Ра, = а — > 1544, (23) 
=] 
алырыг. 2 
1-1 
а = біп (ч =; Х | за Ра ) (24) 
аі 


сечмәклә, 


1-1 
5 = У ва Ў |54 (25) 
тапырыг. і</ олдугда 
у> > Зэс 58) Чањ 
„= =. (26) 
#=1,2,..., гәбул етмәклә ардыҹыл олараг 
$: = Иа, 4 = їп а, за = У ја; — 4 | 52| | 222 


тапырыг. 
Ајдындыр ки, матрисин детерминанты 
М 


де А= П а, 5. 

- 1-1 
Квадрат көк усулу /М/3 тәртибдә һесаби әмәлијјат 
тәләб едир, јә’ни бејук №-ләр үчүн о Гаусс үсулун- 
дан ики дәфә сур’этлидир вә икигат аз јаддаш о]угу 
тутур. Бу онунла изай едилир ки, үсул матрисин сим- 
метриклији һаггында мә”луматдан истифадэ едир. 
8. Гаусс үсулу илә матрисин вуруглара а)рылма- 
сы арасында әлагә. Тутаг ки, МХ № елчулу чыр- 
лашмајан А матриси верилмишдир. Ону 


А= ВС; А = (а), В=(8,), С=(с) (27) 
һасили шәклиндә көстәрәк, бурада В вә С 


б” 1 бр са -ав | 

2 Цаг ал «Су 
„С=| 001 бу 

ба мм 0 оо 1 


Шэкилли учбучаг матрислорди), јони Ё > і олдугда 
би —0, < 2 олдугда с„=0, с, =1. (27)-дэн чыхыр 
ки, 

М 
бул > 227 

= 
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Бу чэми ики үсулла чевирэк: 


1—1 


Е басы- Жама + Рас У бабы 
8-1-1 


= У бсн биб, 
еі 
4-1 
5) 
У 77177 У бис Ебу су У Вис, = 
ка ка кн 
-1 
. => ТЫН 7127) 


к Де 
Бурадан зэв 


бүуг- дцу-- 5 бр Сер іс), бұлақ, Сц--1 олдугда, 


1, -У вы і<ј олдугда. 


В вә С матрисләри тапылды. 
Аи = ВСи = аата һәлли 


Вә = ў, Си= ә 
тәнликләринин ардыҹыл һәллинә ҝәтирилир. 8 вә С 


матрисләринин гурулмасы вә Ф = В! /-ин тапылмасы 
Гаусс методунун дүзүнэ кедишинә, 


Си = Ф 
тәнлијинин һәлли исә тәрсинә кедишино ујғундур. 


ср = 


и 


5 3. Итерасија үсуллары 


1. Хәтти чәбри тәнликләр системинин һәлли үчүн 
итерасија үсуллары. Бу фэсилдэ биз итерасија усул- 
ларына хүсуси диггәт верәҹәјик, чүнки онлар, опера- 
торларына јүксәк тәртибли лентшәкилли А матрисләри 
ујғун кэлэн ријази физиканын фәрг тэнликлэримин 
һәллиндә кениш тәтбиг олунур. 

Итерасија. үсулунун 


Аи= ў (1) 
102 


хэтти чэбри тәнликләр системи үчүн үмуми шәрһинә 
кечәк. Онун һәлли үчүн һәр һансы у, Є Н башланғыч 
јахынлашмасы сечилир вә (1) тәнлијинин тәгриби ћол- 
ләри (итергсијалар) ардыҹыл тапылыр. 

Итерасијанын у,, | гијмәти әввәлки мэ’лум у„, у, 1. 
итерасијалары илә ифадә олунур. Экэр у,, "ин һесаб- 
ланмасында анҹаг әввәлки у, итераси]асындан истифа- _ 
дэ олунурса, онда бу итерасија үсулуну бираддымлы 
(Јахуд икилајлы) үсул адландырырлар, әҝәр Укы ИКИ 
У, вә У, а итераси]алары илә ифадә олунурса, онда 
усул икиаддымлы (јахуд үчлајлы) адланыр. Биз әса- 
сән бираддымлы үсуллара бахаҹағыг. Һесаб едәҹәјик 
ки, А: НН — (·, -) скалјар һасилли сонлу елчулу 
Н фәзасында хәтти оператордур. 

Итераси]а үсуаларынын ваһид (каноник) формада 
јазылышы мүһүм рол ојнајыр. Ихтијари икилајлы ите- 
расија үсулуну ашағыдакы каноник шәкилдә јазмаг 
олар: 


Ук; Ук 
ВЭЧГЭ- ЧА а Ы) 


бүтүн у, ЕЯ үчүн, бурада А:Н-»-Н верилмиш (1) 
тәнлијинин оператору, В:Н-—Н —тэрси олан (8-!) 
хәтти оператор, #—итераси]анын немргси, тү, т;,..., 
Зүүр ---—итерасија параметрләридир, т„,, > 0. В опе- 
ратору, үмумијјәтлә десәк, ё нөмрәсиндән асылы ола 
биләр; шәрһимизин садәлији үчүн биз һә? јердә фәрз 
едирик ки, В оператору %-дан асылы дејил. 

Әкәр В = Е—ваћид оператордурса, онда 


еы + ду = #=0,1,..., бүтүн ун үчүн, 
2223 
(3) 
сулу ашкар адландырырлар: Уу, 


Укы л Ук "н (АУ, —Л) 

ашкар дүстуру илэ тапылыр. 

Үмуми һалда, 85 Е олдугда (2) үсулуну гејри- 
ашкар итерасија үсулу адландырырлар: у,|-и тә']ин 


Була — В), — ч.1 (Ау, —/)= Бо, Е-0,1,..: (4) 
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тонлијини ћолл етмок лазымдыр: Ву, = Р системи- 
нин ћолли үчүн һесабламалар һәҹминин Аи = ј систе- 
минин бирбаша һәлли үчүн һесабламалар һәҹминдән 
кичик олмасыны тәләб етмәк тәбиидир. 

(2) итерасија үсулунун дәгиглији 2, — у,“ и хота- 
сынын гијмәти илә, јони (2) тонлијинин у, һәлли БӘ 
верилмиш хотти чобри тәнликләр системинин Ш ДӘГИГ 
һәлли: арасындакы фәрглә характеризә олунур. (2)-дә 
уус, + ш әвәзләмәси хэта үчүн бирчинс тәнлијә ҝә" 
тириб чыхарыр: 
роки Аа 0, бебу (5) 

Зун 
Экэр ы 
0 


нь ми 


оларса, дејирләр ки, итерасија усулу Н,дә |ығылыр, 
бурада Т 
наи, = У (08, 2), р=р*>0, р: НН. 


Адәтән, тәгриби һәллин һәр һансы єс» 0 хәтасыны 

(нисби) верирләр вэ 
[| уп ие! У — 4110 (6) 

шәрти едонилон кими һесабламалары дајандырырлар. 
Әҝәр п == п (е) (16) өдэнилэн әдәдләрдән эн кичији- 
дирсә, онда (1) тәнлијинин тәгриби һәллинин тапыл- 
масына сәрф олунан ћесаби әмәлләрин үмуми сајы 
Ол (е) = 1(2): до бэрабэгдир, бурада 4д—бир итераси}а 
үчүн, |ә'ни (4) тәнли}инин ћоллино сәрф олунан әмәл- 
ләр сајмдмр. Мәсәлә В-нин вә (сұ) параметрләринин 
сечилмәси јолу ИЛӘ Оһ (е)-нун минималлашдырылма- 
сындан ибарәтдир. Ән садә итерасија үсулларындан 
башлајаг. г 

9. Садә итераси}а үсулу. (1) танликлор системинин 
һәлли үчүн садә итерасија үсулундан истифадә етмәк 
олар: 


Ч х И 
иа (и већа о (7) 
га | 
бурада <> 0— итераси]а параметридир. (7)-ни оператор 
шәклиндә јазаг: 
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У == а 
ду ў 20,1, бүтүн уе Н үчүн (8) 


(3)-лә мүгајисә едәрәк, көрүрүк ки, садә итерасија 
Тұ ==“ сабит параметрли ашкар икилајлы схемлә вери- 
лир. 
Садә итерасија үсулунун башга вариантлары да 
вардыр, мәсәлән: 
1 1-3 
іу ЕЗ 
= (Уа), 
ац 


7-4 
Б урада 
М м 


1 
У вул? — У, ау —а„у = (Ау, — (руду, 
ји! ізі 


(2 = (а, 8,/)--диагонал матрисдир) әвәз едәрәк 


х 
” х 
ш-н {Уел н) 


7-1 


јахуд каноник шәкилдә 
аза А о ЕЙ 
5 


алырыг, Бу схем формал олараг гејри-ашкар (8 = 
= 0 % Е) олдуғуна бахмајараг 2 = (2,,%,) диагонал 
матрисдир вә буна көрә до У,,, ашкар дүстурла то'- 
јин олунур. 

3. Зејдел усулу. Зејдел итерасија үсулу ашагыдакы 
ики формадан бири шәклиндә практикала (хүсусэн А 
матриси һаггында информасија кифа]эт гәдәр олмајан 
һалларда) олдугча кениш тәтбиг олунур: 


і х 
у ауд, + аууд-/9, а,ж0,і-1,2...., М, 
я бін (9) 


і х 
Уч Хацу 70, 1-1,2... .М.(10) 
ја Яа 
Һәр ики дүстурдан у,,, векторунун компонентләри 
ардыҹыл тапылыр. (9)-дан ардыҹыл олараг Уу, 
КӘ. ,-...1У09,-ләри тәјин едирик: 
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м 

1 

= 405-У а, УФ — > а; У ) 
н тті 


(10)-дан истифадә едәрәк, #= М, М--1,...,1 үчүн 
ардычыл олараг тапырыг: 


х1 

б 1 Б) ) 

М) = (5), (Л 

уйл > = 3 ах;Ук | 

НЫ = 

1-1 х 
т (9 / 

|: = > ајув— % 22 ? 


і= М—1,...,1 
Бу үсулу матрис (оператор) формасында јазаг. Бу- 
нун үчүн А матрисини 
А= А+ р +А? 
чәми шәклиндә көстәрәк, бурада 0 = (0,5,)-МХЖ-- 


өлчүлү диагонал матрис, Десе (ағ) -- баш диагона- 
лында сыфырлар олан ашагы үчб ҹаг (диагоналалты) 
матрис, / > Ё үчүн а1=0; ј <і үчүн ғу - 
баш диагоналында сыфырлар олан 1ух 

(диагоналусту) матрис, / < і учун аф--0, /> учун 


ађ=ау. АТ, В, А+-нын та ининдан чыхыр ки, 
а 
ру? апу, А-у = 2 шу, 
ізі 
і х р Ұз 25 в 
Бэ Уаз о Е 
јен ізі 
Она көрә дә (10) тәнлијини 


(04+ + р) у, 19 + (Атум 79, 4-1,3,...,М 
шәклиндә вә јахуд 
(А+ + р) уы ФАТУ, = 7 


вектор шәклиндә јазмаг олар. 
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(А+ + Пју А уул (А+ 2) (уа У) + 
+ (А+ (А+ р))У„ = (А+ Р) (Ук ук) Аук 


ашкар чевирмәләриндән сонра (10) Зејдел үсулуну 
каноник шәкилдә јазаг: 


(0--А")Цууд-э) + Ау„=/, = 0,1,2,... (11) 
(2) илә мүгајисә едәрәк, көрүрүк ки, (10) Зејдел үсулу 
ВВА, т=1 


илә у|гунд р, јә’ни (11) схеми гејри-ашкардыр. Лакин 
В = 0 4 А“ үчбучаг матрис олдуғундан, ул, итера- 
сијасы ашкар дүстурларла тапылыр. В = 0 +- А- аша- 
ғы үчбучаг матрис олдугда аналожи олараг, Зејдел 
үсулунун дикәр варианты јазылыр: 


(0--47) (уда--э)--Ауу- Л, #=0,1..., (12) 


5-чи бәнддә көстәриләчәк ки, А--симметрик, мүсбэт 
мүәјјән матрисдирсә, Зејдел үсулу јығылыр. 

4. Јухары релаксасија үсулу. Итерасија просесини 
сүр әтләндирмәк үчүн Зејдел үсулуну в итерасија па- 
раметри дахил етмәклә |ухары релаксасија үсулуна 
ҝәтирмәк олар, белә ки, 


(рй лет л дусу, 


Е-0,1,..., бүтүн ууЄЕН учун (18) 
(2) илә мүгајисә едәрәк, көрүрүк ки, 
В--О--өАТ, «=. 
(13) тәнлијини һесаблама дүстуру шәклинә чевирәк. 


(0 од“) ЈЕНЕ ду, = 5 В) + 
(4-47 2) (А р) + 
4(37-01 = г)», 
олдуғуну нәзәрә алсаг, 
(4+ 1 2) уы : (87-1 515154 
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јаза.биләрик. Бурадан 


1—1 


х 
ж-метіе- Хаха- Уа | 

А ыс 21 = 

{=й „Фә АЕ 
ө = 1 олдугда Зе]тел үсулуну алырыг. 

Јухары релаксасија үсулунун јығылма сур’эти ө 
параметриндән асылыдыр. 5-ҹи бәнддә көстәрәчә)ик 
ки, методун јығыланлығы үчүн 0<ә <92 олмасыны 
тәләб етмәк кифајәтдир. 

Б. Стасионар итерасија үсулларынын јығылмасы. 
Зејдел үсулуну вә јухары релаксасија үсулу тәрси 
(87) олан, өз-өзүнэ гошма олмајан В операторлу 


вт + Ау, 7, О 


бүтүн у, Є Н үчүн (14) 
шәкилдә верилмиш гејри-ашкар схемләрә мисалдыр. 
(14) үсулу стасионар итерасија үсулу адланыр, чүнки 
В вә т итерасија нөмрәсиндән асылы дејил. В"! тәрс 
операторунун варлығы үчүн В операторунун мүсбәт 
олмасыны тәләб етмәк кифајәтдир. Тутаг ки, 


В = [+ од“. А = А* > 0 олдуғундан, онда 
(Ату, у) = (Ау, у), (АТ) = А“ вә демәли, 
(Ау, у) = (Ру, у) +2(А7 у, у), Јени 
(Ату, у) = 5 (А— РВ), У). 


Бу ифадәни (Ву, у) = (Ву, у) + (А7 у, У) дүстурунда 
јеринә јазырыг, 0< < 2 оларса, тапырыг: . 


(Ву, у) = (1 —-у * ) (Ру, у) + (Ау, у)> 0. 
2к = ук — и хәтасы үчүн бирҹинс тәнлик алырыг: 
26—26 

В іы? да, 0, вида а, = ук (15) 


Теорем 1, Тутаг ки, А өз-өзүнә гошма мүсбәт. 
оператордур вә 
в> = А. (16) 
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50 
шәрти өдәнилир. Онда (14) итерасија үсулу Н,-да 
Јығылыр, јони Е > оо шәртиндә 

П 21а = [Уж — и 20. 

Исбаты. Бизэ 

9 (в т А) гел 2ко 2831 ?к ) Л 
( 2 + * 


т 

4-1 В = 121 (17) 
енеркетик ејнилији лазым кә ләчәк, бурада |2 |ф--(Ағ,2) 
Әввәлҹә (15) тәнлијини 


шэн -. (ғол 4-2) Сы 
овозломоси илә 

(в ы и ТА( 2, ы) -0. (18 
шэклинэ кәтирәк. 

(18)-и 2+ (24:24) = 2(12,1: — ё,)-Їа скалјар вур- 
магла вә А = А“ олдуғундану зе те (2.1, Аг) 
Бэ (4 ( 2, Н.Н), “ұн 2.) == (Аг. га) — 

— (4. 2,) + (Авр тун) (Ага =,) = 
ть (Аг, РЕ (Аг,. 2) 
ол1уғуну нәзәрә алмагла (17)-ни алырыг. 


Тутаг ки, В> тА/2- шәрти едэнилир. Онда (17) 
ејнилијинин сол тәрәфиндәки биринҹи топланан мәнфи 
дејил вэ | ваа Ае 12.1% - Бурадан чыхыр ки, 


0 < ||, |а {д < -- < Їл, : 
Јани (| ||) ардычыллығы артмајандыр !вә ашағыдан 


сыфырла мәһдуддур. Она көрә дә Вејерштрасс теоре” 
минә көрә Ё-»оо шәртиндә 42,14) ығылыр. Исбат 


я Ё 
едәк ки, ши ЇЕ Їл =0. Р= Ван А оператору мүс- 
бәт, Р, = В — А = = (р- Р“) мүсбәт мүэДөндир, 


јони елә 8> 0 әләди вар ки, (бах, фәс. 1, $4), 
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(Ру, у) = (Роу, у) >31 у || бүтүн УН үчүн. 
Она көрэ дэ (17) ејнилијиндон 
28 2 | 
сае 2 | || А (*) 
бәрабәрсизлијини алырыг. МЕ јығылан олдуғуна 
көрә бурадан 


ит  са-8 | = 0. (19) 
Даһа сонра, (15) тәнлијиндән 
= (2-2) = А В(аим 6), 
2 г.) 36 1047 В (вы -“) В (2 ==), 
15. < = АПВ гэ ©” 


Бурадан вә (19)-дан 1іш |2, || = 0 алырыг. 
кәе 


Гејд. (*), (**) бәрабэрсизликл›риндән чыкыр ки, 
(14) итераси]а үсулу (16) шәрти дахилиндэ һәндәси 
силсилә сур’эти илә ]ыгымыр, 

2 2 22 9%: 
| сай < 720 бурада 0 = 1—1 тат атр < 

2—4 бәндләриндә бахылмыш итерасија үсуллары- 
нын |ығылмасыны исбат етмәх үчүн теорем 1-и тәтбиг 
едәк. 


Садә итерасија үсулу, В = Ё. Е> та“ 


1 т 
ат > 0 олдугда, 


ЕТЕ т Т т 
> А2 ИТ 214050 
јаза биләрик. Садо итерасија усулу т-нун т СОА| 
шэртини өдәјән бүтүн гијмәтләри үчүн јығылыр. | 
Зејдел усулу. в=р--А“,т=1. Бу һалда О»0 
оларса, 
Б-- ЗА гр БАГ 4-(47 + А+ О) 


олдуғунуднәзәрә алараг, 


р Е 
-ү +5 (А и) 
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(в- ЧА) ) = 2. (ру, у) +--ЦАТ— А) у, у)= 


=-р (Шу, у)>0. 


Ге] д. А> 0 шәртиндән > 0 бәрабәрсизлији чы- 
хыр. Доғрудан да, тутаг ки, А> 0 вә Е = (80, ..., 0); 
онда, (А, 5) = (0,5) = ап (8)::>0, јуни ап> 0. Ана- 
ложи олараг јәгин едирик ки, 4 > 0 вә демәли, 2 >0. 
Беләликлә, А өз-өзүнә гошма мүсбәт оператор олдугда 
Зејдел үсулу һәмишә |ығылыр. 

Тығылма сур’этини гијмәтләндирмәк үчүн даһа 
күчлү фәрзијјәләр лазымлыр. Теоремләрдән бирини 
верәк. 

Теорем 2. А = (02) = А 0 ва 


ітМ 
ел < чан ООО 
78 


оларса, Зејдел усулу, вуруғу 4 <1 олан һәндәси сил- 
силә сур'оти илә )ығылыр. 
Доғрудан да, 2, = у, — хэтасы үчүн 


а = — > ац! => ац, 
ја >! 
18420: < || |] ЛЕЛ 
№ ізі 
Л 


алырыг. Тутаг ки, һәр һансы і--і-да тах |20, 
алыныр, демәли, 
| ва с 712001 1864 1 «ас 5 


БЭЛ ес + 2 |а, 110, 


і<% 
ОТЫР л / ШЫРТ ве. 
(20) шәртинә көрә А 
У а 5414,|--3196154 (1..1 Уа ) 
71, 1<% 76, 
вэ демали, 
| ан с © 9 |= \с < 9% |= с. 


Буну исбат етмәк тәләб олунурду. 
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(20) шәрти ону көстәрир ки, А= (4,,)--диагона 
үстүнлүјүнә малик матрисдир. 
Јухары релаксасија усулу. В= р +, 


т= 0. 
В А= РА © (А7 Ар) = 
Еа -54(А7-0АТ 
( 5 р 20101) 

т ү 
фәргини вә 0-<0<22 ‘олдугда (8-а) >.) 
- ( == 2 (Бу, у) > 0 ћесаблајаг. 


Белоликло,"јухарм релаксасија үсулу А- АЖ»! 
оларса, бүтүн ве (0, 2) гијмәтләри үчүн |ығылыр. 

6. Гејри-ашкар садә итерасија үсулунун јығылм. 
сур’эти. Итерасијаларын |ығылмасы факты итераси) 
үсулунун практика үчүн јарарлы олмасыны мугјјо 
етмәк үчүн кифа]эт дејил. Үсулун ]ыгылма сур’эт 
һаггында, |э’ни фактики олараг мәсәләнин тәләб олу 
нан е 2>0 дәгиглији илә һәлли үчүн кифајәт едән ите 
расијаларын = (ғ) сајы һаггында информасија ла 
зымдыр. Итерасијаларын л, (е) сајы |у, — и, < 
Се ууш 112 шәртини өдәјән итерасијаларын и= (= 
сајынын минимум олмасы ӱшәртиндән сечилән т пара 
метриндән асылыдыр, бурада /--һәр һансы оператор 
дур, 0 = р*> 0. 

Биз гејри-ашкар стасионар схемә (садә итерасија: 
нын гејри-ашкар схеминә) бахаҹағыг: 


Воена. + Ау, =Х, # =0,1,... бүтүн у Н үчүн 
т 
(21; 
бурада А во В--мүсбәт өз-өзүнә гошма операторлар: 
дыр. 

Зејдел вә јухары релаксасија усуллары бу схемлә 
аиләсинә дахил дејил, чүнки онлар үчүн В оператор) 
ез-езуно гошма дејил. 

Е 
тәсһиһи үчүн (еләҹә дә 2, = у, — ш хәтасы үчүн) 


вне | до б, #=0,1,..., үн В-ҚАу,-/) 

5 (99) 
бирчинс тэнли]и өдәнилир, бурада г, = Ау, — Ў ујтун- 
сузлуг и, =В\г, —тәсһиһлир. Доғрудан да, (21)-дон 
тапырыг: 


Укы = Ук 1871 (Ау, — 7) = у — и, 
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Луда —/= АУ, Аш, гг, лат, 


= в(в“ г.) = Вю, олдугундан, бурадан (22) чы- 


хыр. 
Фәрз едәҹәјик ки, 
пВ<А< 8 п>б, >>, (23) 
јахуд 


т. (Вх, х) < (Ах, х) < т. (Вх, х) бүтүн хЕН үчүн (24) 
оператор бәрабәрсизликләри ө әнилир, бурада (1, Та 
сабитләри мэ’лумдур. 

Теорем 3. Тутаг ки, (28), (24) шәртләри өдә- 


нилир. Онда (21) үсулу илә итераси/аларын мини- 
мал сајы 


2 
тээл, 25 
їй +1 (23) 
олдугда алыныр. Бу заман 
Ау, = ьа < ПА — 16, п-1,2,..., (96) 


бо = (1 — 0/0148), Б= тла (27) 
бәрабәрсизли/и өдәнилир. 5 


Исбаты. (22) мәсәләсинин һәлли үчүн ашағыдакы 
гијмәтләндирмәдән (гијмәтләндирмәнин исбат У фә- 
силдэ верилир) истифадә едәк: 


П, «07 11% ||, = < = олдугда, (28) 
бурада р = 1 — тү. р-нун минимум (|ә”ни итерасијала- 
рын минимал сајына ујғун) гијмәти т = то-да алыныр: 
р = 1 — тота = (1 — 8)/(1 +). Бирҹә ону нәзәрә 
_алмаг галыр ки, || а, |, = |87! га 1 = |га ||---- Тео- 
рем исбат олунду. р} <е, јахуд (1/0)? 2>1јЕ олмасы- 
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ны тәләб етмәклә, итерасијаларын сајы үчүн ги|мэт- 
ләндирмә алырыг. 
п>1п (1/6) (116). (29) 

Гејд. Ф (5) = (1 4 91 —9—2 функсијасы бү- 
тун0< Е < 1учун мүсбэтдир, чүнки е'(}==2Ё/(1—Ё)>0, 
Ф(0)-0: она көрә дэ уп (Шео) < 1/(2) вә 

пп = пе у, ®= та (90) 
оларса (29) өдэнилир (п (є) умумијјетло десәк, там 
дејил). (30) шэрти гијмотлондирмолор үчүн чох әлве- 
ришлидир. Ајдындыр ки, По (Е) <п<% (е) + 1 олдугда 
08 < = өдәнилир. Она көрә ә И Олараг по(8)-4-1 ода- 
динин там һисоөсини көтүрмәк кифајәтдир. 

7. Модел мәсәлә. Мүхтэлиф . итерасија үсуллары- 
нын мүгајисәсини ашагытакы еталон, вә ја молел мә- 
сәлә үзәриндә апараҹағыг 

0117—20 + ба 


2 Е КОМЕ 
1 2 
узећу 98 0 = у (31) 
Бу мәсәлә, 
а Ч 
йа. ух) ок <1, (= нивы 


сәрһәд мэсэлэси үчүн фәрг схемидир. 
Әввәлҹә тәнликлә2 системини матрис шәклиндә 
Тазаг: 

Ао = ў, (52) 
буга а о = (20), 28... «-Ә)-(М- 1) елчулу век- 
тор вә А, (№—1) Х (М--1) өлчүлү үчдиагоналлы мат“ 
рисдир: 


—2 1 0 
1-2 0 
КМ 
о 
0... 1—2 1 
ле 0 1 —2 


(32) тонлијинин саг тәрәфи 2 = 2, 3,..., М—2 олдугда 
ј=ј компонентләринә маликдир, Л, = А+ вий, 
Е 2. А матрисинә ©, = (рт, 0<<М 
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Шәбәкәсинин дахили дүјүнләриндә верилмиш шәбәкә 

функсијаларынын = 9 фәзасында тә’сир едән А опе- 
8125 

ратору ујғундур. Тутаг ки, До = Фг,, 9—0, = (Ж, =, 

0<1< №) шәбәкәсиндә верилмиш во { = 0, № олдугда 

сәрһәддә сыфра бәрабәр олан шәбәкә функсијасыдыр. 

Онда 


Ао=| дә, ое =н. пе 
јазмаг олар. А = 9-да, һәмишә олдуғу кими, 


хі 
(у. ә) = УЛД22 
= 


скалјар һасилини !верәк вээ! фәсил, $ 4-дэки (17), (56) 
дүстурларындан истифадә едәк. Онда. 


(Ао, то) = (о, Аш), |э’ни А-- А“, 
> 2 В аш 
(Ао, о) 2-8 | о ||, = 87, АЕ. 


Сонра 
4 22 
А А-А (005 25. 
ПАП и 08 > 


Модел мәсәлә һалында садә итерасијанын ашкар 
схеми үчүн итерасијалар сајыны ги|мэтлэндирэк. В== Е, 
ЗЕ СА < ЋЕ, |ә'ниў 


=> доље НА 
Ті 1% ‚Ё 3 ч 2 1 
Јаза биләрик. Итераси]алар сајы үчүн 


ШИР 2 1 
| 2-0 - — ~ ——— |п— 
2 с ша 17, 


олур. == 1.107 аге 


= 2л, 
Хүсуси һалда итерасијалар сајы: 
по (е) == 200, М--10 оларса, 
по (е) = 20000, № = 100 оларса. 

Садә итерасија үсулунда итерасијалар сајынын тән- 
ликләрин М сајындан асылылығы кучлудур (ло(е) = №). 
Ашағыда (бах. $ $4, 5) бу и вә НУ асылылығы даһа 
зәиф олан (м, (=) = М, пу ()= УМ) усуллар шәрһ 
олунур. 
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2 
верәк; онда ло(е)~> = 


(31) мәсәләси типикдир, чүнки аналожи фәрг тэн- 
лији Лаплас тонлијини икиөлчүлү Вэ үчөлчүлү һаллар- 
да моделләшдирир, итераси]аларын са|ы исэ практики 
олараг елчмолор са)ындан асылы дејил (анҹаг Л-дан 
асылыдыр). 

8. Үчлајлы схем. Әкәр у,,, әввәлки ики у, вә Уа 
итерасијаларына керо һесабланырса, онда итерасија 
үсулуну икиаддымлы (јахуд үчлајлы) адландырырлар. 
Адәтән, сабит параметрли ашкар үчлајлы схем 

уа (1-28) (Е— кају — у 140149) ој (33) 

> 
шәклиндә |азылыр. Биринчи итерасија ашкар садэ ите- 
расија усулуна керэ һесабланыр: 
у= (Е— 4) у, 7 бүтүн „= Н үчүн, (34) 
бурада 


Жа) 2 ТИЕ т 
< Ул кон: =, Е==-, (35) 
Пе ШИРГЭЖ 9 
т, > 0—А = А“ операторунун спектринин сәрһәд- 
ләридир: ү ЁЕ< А< ЧЕ. 

Көстәрмәк олар ки, (38), (34) усулу үчүн итерасија- 
ларын сајы 


ЧН (14 эн је. 
"О аи 
шэртиндэн тапылыр. Бурадан көрүнүр ки, 
По (86) 
Модел мәсәлә учун ИЕ ~ кћјд во 272" оларса, 


2 үр = сь-3,2 М. 


в = 


т (8) = епа 


Итераси]аларын са]ы 
по (=) =32-—60, Л = 10 оларса, 
по (в) == 520 — 620, № = 100 оларса, 
јә’ни садә итерасијада ол іуғундан хејли кичикдир. 
Ге]ри-ашкар үчлајлы схем 
Ву = (1-9) (В — 5А) у, — Ву, | 2 (а 
‚ 2,...+ 
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у, = Ву, — то Ау, бүтүн УН учун. В= 
В* > 0 оларса,. (23), (24) бэрабэрсизликлэри өдәни- 
ләрсә вә а, т, (35) дүстурларына көрә һесабланарса, 
итерасијаларын сајы учун (26) гијмәтләнзирилмәси бу 
һалда да доғрудур. 


$ 4. Чебышев параметрли икилајлы 
итерасија схеми 
1. Мәсәләнин гојулушу. Тутаг ки, 
Аш=ј, А:НЪН (1) 


_ тонлији верилмишлир. Дәјишән {=} параметрли ите- 
__расија схеминә бахаг; 


Уна шері 
угушса Ау,-/, Веб рЫ 
Пе Ын 7 ж. 


бүтүн уу / үчүн (2) 
Ве | де = 0,60, 1,2,..., = у (3) 
Та 
бирҹинс тәнлијини анҹаг 2, = у, — и хәтасы дејил, һәм 
дә ә, = В“ (Ау, — /) башлангыч шәртинә малик, 
№, = В“ (Ауг —/) (#= 0, 1, ...) тәсһиһи өдәјир. Ите- 
раси]аларын гуртармасы шәрти 
[22 112010, Јахуд | ин, «146 59) 
шэклиндэдир, (3)-дэн көрүнүр ки, 
—1 
“кы = Зе бе Зун Е.В А, (5) 
бурада 5,,, оператору Е-чы лајдан (Е--1)-чи лаја 
кечид операторудур. 2,2, .....2/-Ләри јох едәрәк 
= п— 1 үчүн тапырыг: 5 
2-7,2, Т,= 5,5,1. -.9 81, 
бурада 7,—(3) схеминин Ләлледиҹи операторудур. 
емәли, 
Їл 5 да 12012. да = 1 Та |р. (6) 
да | Та || < в (7) 
ларса, итергсијанын гуртармасы шәрти (4) едэнилир. 
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п = п (е) итерасијалар сајыны`гијмәтләндирмәк үчүн 
(7) бераборсизлијини алмаг лазымдыр. 
(2) ашкар схеминә бахаг: 


--у, 
кн ду, ел 8-0,2... (8) 
Пи 
Һесаб едирик ки,"ихтијари ув Н верилмишдир вә + 


луу... уа параметрләрини, шіп и (є) шәртиндән сечәк. 
Бу вахт фәрз олунур ки, 


А— А*> 0, 1Е< АХ ТЕ, > 9. 
Те == Ау, -1 ујеунсузлуту үчүн 


„паде 4 дг 0, Е-0,1,2..... Е 
17251 
јахуд 
Там За ће бен Ед А 


бирҹинс тәнлији өдәнилир. Бурадан 
г = бе Тұла 5,5,.-49, 


тапырыг. Та һәлледиҹи оператору А-ја көрә эмселла- 
ры јалныз ту, т... ТөлДЭН асылы п дәрәҹәли чохһәдли- 


р: 

т, = Р,(А) = (Е—чА) (Е—х,А)...(Ё — А). 

т, Луу... та-ләри тапмаг үчүн 

Пла «1 Р„(А) Иго 
гијмәтләндирмәсини алырыг. 

Елә ерх 7 ТАПМАГ лазымдыр ки, | Р, (А) | 
минимал олсун вә бу норманы 1: ВӘ Та илә ги|мӘтлән- 
дирмәк лазымдыр. Бу .мәсәләнин һәллини · исбатсыз 
верәк. 

у, = | си = Ер еЯ "| илэ 1 

п. 
парчасында Т,(х) =< ов х) Чебышев чохћод“ 
лисинин сыфырлары; чохлуғуну, 4.) илә исә бу сы: 
фырларын ихтијари; ардычыллығыны ишарә едәк 
„2 Уа п (є) —итерасијаларын минимал сајы параметр: 
ләрин 


л з= Ет 
шигээ 2 
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2 1-4 п 
ъ= я = УЫ 9) 
лсо ааа Еа та ( 


гијмәтләриндә алыныр. Бу вахт 
| Ау,-/І < 4, ІАу,-7І. 


Е (10) 


гијмәтләндирмәси өдәнилир. (9) итерасија {параметрли 
(8) схеми Чебышев итерасија схеми адланыр. 
4,<е вә ја 2016 (1 4- 7) тәләбләри р" < є/2 вә ја 


п (е) > а > (11) 
- Ч п 
олдугда өдәнилир. 


1 ЕРУ 2 
п— = ===> 2 У Е 
а 1-УЕ и 
олдуғуну (бах $3,6.6) нәзәрә алараг (11)-и јохлама 
үчүн әлверишли олан даһа күчлү тәләблә әвәз едәк: 
2 тС ат 728 
п (е) > по (=) Зүйр їп > (12) 


Ајдындыр ки, (12)-дән (10) чыхыр вэ 4,< =. Кестори- 
лэн параметрлэрэ малик (8) схемини вэ садэ итераси- 
ја усулуну 5 3-дәки модел мосало үзәриндә итераси- 
[алар сајына көрә мүгајисә едәк. Бу һалда & = т?/2/4, 


к= т//2. 
Садә итераси]а үсулу үчүн 

л (е) 228, е = 107" олдугда, 
Чебышев схеми учун 

пў (=) 223,40, == 107* олдугда. 
Бурадан керунур ки, 
т?) 234, то == 20), № —10 ( = 1/10) олдугда, 
"2 340, п! — 20000, № = 100 (4 = 1/100) олдугда. 
2. Параметрләрин оптимал сечилмәсинин әсаслан- 
дырылмасы. (10) гијмотлондирмосинин (9) итерасија 
параметрлори һалында исбатына кечәк. тіп | 2, (А) ||- 
тапмаг зәруридир. (за) 
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п 
Р, (А) = П (Е «А)- 
к=1 
с. А--...-ЕсеА*-Ь...-- са А”; в =1, Р„(0)=1 
чохһәдлиси өз-өзүнә гошма операто дур. Тутаг ки, 
Е, ^,($=1,2,..., М)—А операторунун мәхсуси функ- 
сијалары вә мәхсуси ги|мэтлэридир: 
А =, (Е, ба) = бе 5т-1,2,..., М 
„А“ оператору һәмин мәхсуси функсијалара вә Уу мэх- 
суси гијмәтләринә маликдир: 
ДЕ, = =. (13) 
(12)-ү сүй вурмагла вә №=0,1,..., м (с = 1) гиј- 
мәтләринә көрә чэмлэмэклэ 
л л 
Р,(А3)8,- 2 с. Ак, = У см -Р,005, 


Е 


| 


к--0 к=0 
алырыг. Буну Р,(А)&, =7,(Р,(А)) &-лә мүгајисә ет" 
мэклэ көрүрүк ки, 

»(Р, (А)) = Р, (4). 

Р, (А) оператор чохһэдлисинин мәхсуси гијмәтләри 
А операторунун ујғун мәхсуси гијмәтләриндән асылы 
Р, (һ) чохһәдлиси кими тәјин олунур, онун мәхсуси 
функсијалары исә А операторунунку кимидир. Р, (А) 
Оператору өз-өзүнә гошма олдуғундан онун нормасы 
модулҹа ән бәјүк мәхсуси гијмәтә бәрабәрдир: 
и Р, (А) Ета! Р,0,)1- 


А операторунун *; мәхсуси гијмәтләри [11, 12] пар» 
часында јерләшир 11 < ^; < үг. А]дындыр ки, 
т ХҮ 

сша] Р. (5) | а! Р, (х) |, 
бурада х кәсилмәз аргументи |1), 12| парчасындакы 
бүтүн гијмәтләри алыр вә демәли, | Р; (А) | -нын ми: 
нимуму мәсәләси Р, (х) чохһәдлисинин минимакс 


мәсәләсинә, ја'на шіп тах | Р(х) | -нын тапылмасы 
Са) пехст | 


мэсэлэсинэ котирилир. 
1 1 
же 0) та Ета гел 


гәбул едәрәк, ү <х< т, олаугда |14, тг] парчасыны 
[—1, 1] парчасына ин’икас етдирәк. 
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Онда Р, (#) = Б, (ЙОР (0) = 1 нормаллашдырма 

шәрти 

Рь (в) =1, = — 1 (15) 

_ шэклини алы). 

| Беләликлә, --1-< #< 1 парчасмнда сыфырдан чох 

аз фәргләнән елә чохћодли тапмаг тэлэб олунур ки, 
(15) -.Элавз нормаллашдырма шэрти дахилиндә 

тах |Р, (4) | минимал олсун. Белә чохһәдли 

с Та(г) 

Ра(ћ) = = 16 
у= сш с) 

чохһәдлисидир, бурада 7,(4)-- Чебышев чохһәдлиси- 

дир. | Ф| «1 олдугда 

Т, (6) = соз (п агссов 2), (17) 

ІІ | > 1 олдугда 7 


Ти) = [(+Ий=1)"+ (2УР=1): (18) 


Чебљишев чохћодлиси 
2—1 


ДЕ соз т, і--1,2,...,п (19) 
сыфырларына маликдир. Р(х) = (1— тх) (1— тх)... 
... (1 — тах) чохћодлисинин х; = Из, сыфырлары вар. 
Бу чохһәдлиләрин көкләринин үст-үстә дүшмәсини 
Тәләб едәрәк, вә х вә ғ арасындакы (14) әлагәсини 
нәзәрә алмагла 2 — | (т, + та) + (13-14) а] алырыг, 
бурадан 
Эл у + (1—1) Еј #=1,2,...,п. (20) 


у дүстур Чебышев чохһәдлисинин Їсыфырларынын 
ихтијари чур низамланмасында өз күчүнү сахла|ыр: 
сәлән, (19) әвәзинә #; = — сов 21 
: 7 
уну нәзәрә алараг (9) дүстуруну алырыг. Керурук 
„ 1--1 оларса, онда ч = тә садә итерасија усулунун 
оптимал параметрини алырыг. 
Беләликлә, ',%,...,7 параметрләри (9)-а көрә 
"ин олунду. Инди 


2 Р,(х)|- Б, (|= 
б сн цал Шау а (91 


п "јазмаг олар.’ 
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Та (6) | _ 1 

71 (1) 1 Та (8) | 

тапырыг, чүнки шах | 7,(4) | =1. 141 <1 мэ’лумдур; 
-ісісі 


-ісіеі 


она көрә дә Ғ-- & олдугда | Г» (#) | учун (18) дүсту- 
рундан истифадә едирик. Она дахил олан ифадәләри 
чевирәк: 


ЕЕ а а 
= Ия] 22-25 


% 11 
-44--үЕР(--91- 
ю 


= (1 у) 0) = (БУИ) У), 
демәли, 141+ У 4-1 2 151 -У4—1=р, ва 


т үт ЭХ ХУ 
Та (Е == = = 
ыл (5 +6) 2 ТА 


2 


(10) гијмәтләндирмәси исбат олунду. 
3. Һесаблама дајаныглығы вә параметрләрин ни- 
замланмасы. {т} параметрләринин Чебышев дүзүмүнә 
малик (8) итерасија усулуну бә зән "Ричардсон үсулу 
адландырырлар. О чохдан мэ’лумдур, лакин јахын 
вахта гәдәр демәк олар ки, практикада Лесаблама 
дајаныгсызлығына көрә истифадә олунмамышдыр. Бу. 
анлајышы мисал үзәриндә изаһ едәк. 
и(1--1)-24(0)--и(1--1)-0, 1-1, 2, 145, М-1 
и(0)-1, и(М)-0 (21). 
тәнликләр системини көтүрәк. и(0)-41--Х,, х= їй, ћ= ЦМ 
онун һәллидир. Бу мәсәләнин һәллини № = 20 учу 
Чебышев итерасија үсулу илә ахтарачағыг. л, (ғ)-нун 
гијмәтини һесаблаја биләрик. О там олмаја биләр. 9 
Јахын там п> то-и сечирик. Верилмиш М вә в үч 
п (=) = 64. 
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олдугуну бил, 


эрэк, (20) дүстуру илә т, 
олар. Башлан 


ғыч |ахынлашма олараг 


ој = А 1-0, 
х Га і>0 


-НЫ ћесабламаг 


Дын о. 
ћодлисинин Әк сыфы 
билмәз. Сыфырларын ики 

, 


үсулла нөмрәләнмәсинә 
аҳаг 
а) ве соз 0—1. Е- ХА 
4% со, = — соз бе 
СЕ 


Һесабламаларын Нәтиҹәләри 1-ҹи Ҹәдвәлдә верилир. 


Ҹәдвәл 1 


аз |ығымы 


аа јығымы Ї | 


а | За трн ез) | тама (хде 
+ Ар 


53 0,12 1 39,6 
55 27 2 2,6-103 
57 1,9.10: 4 8,2.108 
59 107 7 8,3.101 
60 :10% 9 1,2. 104 
61 тои п 1,9-1019 
62 ,3 - 1013 12 Газа дајан- 
63 5.1015 масы 
64 Гәза дајан- 

масы 


раси|адан сонра итераси- 
арын сону шэрти | Аус-/ << 1 Ау, — Л | өдәнил- 
р. 3 


артымыны вэ јуварлаглашдырма хәталарынын топлан- 
масыны биз бир терминлә —йесаблама дајаныгсызлы- 
ғы илә характеризә едирик. Чебышев үсулунун һесаб- 
лама дајаныгсызлығынын сәбәби ондадыр ки, $8,1 = 
= Е— тад А кечид операторунун ЕЯ | нормалары 
бэ’зи итерасијалар үчүн ваһиддән бејукдур, һесаблама 
просеси исә реалдыр, јони мүмкүн әдәдләр үчүн аша- 
ғыдан вә јухарыдан мәһдудијјәтләр (машын сыфры вә 
машын сонсузлуғу) вар вә һәр бир һесаблама мәрһә- 
ләсиндә јуварлаглашдырма хәталары јараныр. 

5.= Е—љ А үчүн. норманы ћесаблајаг. 5;= 5, 
олдуғундан || 5,41 |= Үр г | (5,1, х) 1. т Е< А<таЕ 

11 

шәртләриндән (т, Т1 ЕС А Е < (тер Та 1)Е 
чыхыр. 

тетин ифадәсини бурада јеринә гојараг вә 1—70: 
= тота — 1 = ро олдутуну нәзәрә алараг 


_ _ю(1—) Бест А Ее ЕЕ 
14 вк) а ВЕТ 


алырыг. Бурадан 


ват ->0 оларса 
8 НИЕ ЕТТЕН 2 
| пева || жнь | “1 \= о — в) 
Банк 9%, <0 оларса 
о 


тапырыг, демәли, бүтүн в,> 0 учун {5 ы|<1 в 
< — (1 — вид олдугда | За || > 1 


оз 2110) со, 1,2...) 
2п гл 


Же л 
С08-5 <р,<-с 
олдуғундан, онда бөјүк Ё нөмрәләри үчүн | 5,121 
вә экэр || 5,|» 1 олан чохлу сү параметрләри далб: 
дал истифадә едилирсә, онда јуварлаглашдырма хәт: 
ларынын вэ итерасија јахынлашмалары артымыны 
јығылмасы баш верир ки, бу да һесаблама дајаныі 
сызлығына ҝәтирир. 

Бу еффекти зәифләтмәк үчүн | 5 1 > 1 олан тїй 
раметрләрини || 5,| < 1 олан параметрләрлә нөвбэлэл 
дирмәк тәбиидир. Бу јолда елә {тк} параметрләј 
ардыҹыллығы гурулур ки, бунун үчүн итерасијаларь 
194 


"| іығылмасы дајаныгсызлығы олмур. Чебышев чохћод- 
2—1 
| п 
| ланма гајдасы вар вә демәли, ихтијари л үчүн һәм 
ДӘ (ти) параметрләри үчүн дэ вар ки, һесаблама даја- 
ныглығы едонилир. 
Бу гајданы п-ин 2 әдәдинин гүввәти олан һал үчүн 
верәк, п = 9", р:> 0 там:әдәддир*. # сыфырларынын 
бу гајда илэ низамланмыш чохлугуну 


м; = [соз р, о, іт а... ит), п= 9 


лисинин Ё = — С05 т сыфырларынын белә низам- 


илә ишарә едәк, бурада .0 — 1,3, 5,..., 2„— 1 тәк 
әдәдләриндән биридир. Мәсәлә л сајда тәк әдәдләр 
чохлуғунун низамланмасына кәтирилир: 


бр = (609, 60,..., 887) 


{6} =} чохлугундан башлајараг б} 


ари) = ој, 
В = Аја В) ве 18, и. опит у ду а = 
дүстурлары илә 125 6%, чохлуғуну гураг. У|ғун {=} 
параметрләр ардычыллығыны дајаныглы јығым адлан- 
дыраҹағыг. Тутаг ки, мәсәлән, и = 16 = 2'. Ардыҹыл 
олараг 8, = {1}, 0, = {1,3}, 0, = {1, 7, 3, 5), 0, = 41, 15, 
7,9,3, 13, 5, 11}, 8,5--01, 31, 15, 17,7, 25, 9, 23, 3, 29, 
18, 19, 5, 27, 11, 21) тапырыг. бл-дон бато кечәркән 
һәр бир 0 )-дэн сонра (Ат — 801) - ә бәрабәр олан 
әдәд гојмаг кифајәтдир (нөмрәләмә 9"-э уіғундур). 
„Дајаныглы“ 9, ардыҹыллығы мәсәләдән асылы дејил. 
{т} параметрләринин бу јығымы үчүн итерасијаларын 
јығылмасы гејри-монотон характер дашыјыр, лакин 
бурада рәгсетмә чох бөјүк дејил вә сонлу ћесабла- 
мада сенур. {т параметрләринин дајаныглы јығымы- 
на малик (8), (9) схеми үзрә (21) мәсәләси үчүн һе- 
сабламаларын нәтиҹәләрини верәк: 
Шл 4 в в 24 32 48 50 62 
А 396 47 11 0,2 0,1 0,04 1,5.10-3 6,7.10-2 8,7.10-5 


-ләр мэ’лумдурса 


% Истәнилән п учун (т,)-нын низамланма гајдасыны [6,9]-да 
тапмаг олар. 
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4. Гејри-ашкар схемлэр. Зејдел усулу вә |ухары 
релаксасија үсулу ашкар садә итерасија усулундан 
сүр әтлә јығылыр. Она көрә дә ге)ри-ашкар схемләрә 
кечмок езуну доғрулдур. В операторуну нечә сечмәк 
лазымдыр? Һәллин ёо 0 дәгиглији илә тапылмасы 
үчүн лазым кэлэн О (е) әмәлијјатларын минимум 0Л- 
масы тэлаби әсасдыр. Бу, 1) һәм В-дән, һәм Дә {<«)- 
нын сейилмәсиндән асылы олан итерасијалар саынын 
минимум олмасы, 2) Ву, Ре тәнлијинин һәллинә 
сәрф олунан әмәлләр сајынын минимум олмасы (8 
операторунун сәмәрәлилији) һаггында ики тәләбә кэ- 
тирилир. Үчбучаг матрисинә ујғун олан үчбучаг опе- 
раторуну буна мисал көстәрмәк олар. 

Инди кесторак ки, ашкар схем үчүн јухарыда алын- 
мыш нәтиҹәләри гејри-ашкар схемә дә аид етмәк 
олар. Гејри-ашкар схемә бахаг: 


В ду, в=0,1,..., бүтүн ЕН учун 


Тк 
(22) 
бурада А = А* > 0, В = В»>0 вэ 
тВ< А < 718, 120. (23) 


{2} итерасија параметрлорини (9) дустуруна көрә се- 
чэрэк вэ онлары әввәлки бәндә ујғун олараг низам- 
лајараг (22) мәсәләсинин һәлли үчүн 

РТА 
Тер 
1-УР Ті 

г 24 

ГЕИ, Та 2 
гијмәтләндирмәсини алырыг, бурада 11 ВЭ Т2 (23)-ә 
дахил олан әдәдләрдир. п="(е) итерасијалар сары 
үчүн (11) вә (12) ги|мәтләндирмәләри доғрудур. Буна 
инанмаг үчүн (22) мәсәләсини 


| Аус--7Ї са 4,1 А) — 718-6 Фа” 


Фа 


5 


2к сх,=0, к=б, 1... хог В" (22) 


41 


ашкар схем үчүн еквивалент мәсәләјә ҝәтирмәк кифа- 
јәтдир, бурада хе= В' шк, 123: ыг АВТ? спектриний 
сәрһәдләри Ті вә Та олан өз-өзүнэ гошма мүсбэт опера- 
тордур- 
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ча 


АЕ<Сс<тһЕ (96) 


Доғрудан да, 8 = В* > 0 олдуғундан в!?#=(В'?)`->0 
вар. В-!? оператору илә (22) тәнлијинә та'сир едәрәк 
хе = В! айк үчүн (25)-и алырыг. Мүһакимәләрин тәр- 
синә кедиши а{дындыр. (23) вә (26) бәрабәрсизлик- 
лэринин еквивалентлијини көстәрмәк галыр. 


Ј= (А В) у, у) = (Ау, у) — 1 (Ву. у) == 
(дв (в'у), „в“ (ВУ у)) — (Ву, ВУ) = 
-(Сх,х)-ү(х, х) = (С—18) х, х) 


функсионалына бахаг, бурада х = Ву Лакин у “(вә 
демәли, һәм дә х) —Н-дан олан ихтијари {вектор ол- 
дуғундан, 

Ј= (А— +В) у, у) = (СТЕ) х, х) (27) 
бәрабәрлијиндән А —1В вэ С — Е операторларынын 
ејни ишарәли олдуғу чыхыр. Мәсәлән, А — "82:0 
оларса, т = т, олдугда (27) бәрабәрлији С-182-0 
верир вэ е. 

Ашкар схем үчүн | ха | < 4а Хо! гијмәтләндирмәси 
вар. Бурада х= В'?шк = В? гк, га = Аук — / әвәз 
едәрәк (24) гијмәтләндирмәсини алырыг. 

Зејдел вэ јухары релаксасија үсуллары үчүн В-АВ* 
вэ она көрэ дэ параметрлэрин Чебышев ]ыгымындан 
истифадэ етмэк олмаз. 


$ 5. Невбэли учбучаг усулу Е 
1. Нөвбэли үчбучаг үсулу. 
вж ду, у веб: 0) 


Та 
Гејри-ашкар итерасија схеминэ бахачағыг. Әкәр В 
оператору сонлу сајда сәмәрәли операторларын һасили 
шәклиндәдирсә, онда о да сәмәрәлидир. В, вә В; үч- 
бучаг операторларынын һасилинә бәрабәр олан В-- ВВ, 
оператору сәмәрәлидир. 
Нөвбәли учбучаг үсулу адланан үсула--В опера- 
тору 
в= (0+ •5)07:(0 - ә) (9) 
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шэклиндэ олан (1) үсулуна бахаг, бурада р = 0%>0, 


= В», +8, В-К >), о> 0 параметрдир. 

Көстәрәк ки, В оператору өз-өзүнэ гошма вә мүс- 
бэтдир, |э’ни (2) операторлу (1) схеми $ 3-дэки (9) 
башланғыч схемләр аиләсинә дахилдир вә үмуми нэ- 
зәријјәнин әввәләр алынмыш бүтүн нәтиҹәләриндән 
истифадә етмәк олар. Доғрудан да, 


(Ву, 9) = (0+5) 27 (Р + ®В,) у, 9) 
= ((0+°А)у, рр феб) 9) = 
= (у, (рей (р+ 98) 9), 
демәли, (Ву, ж) = (у, Во), |ә'ни В-- В“. Сонра 
(ву, у) = ((Р+ ®В„)у, 07 (04-08) = 
| (0 + оку ЕЕ >9 
јуви В=В*>0 тапырыг.- 

В операторуна К = (47) матриси -уіғундур. Б, вэ 
В, матрисләри олараг ашағы вэ ]ухары үчбучаг мат- 
рисләр көтүрмәк олар, јони 

(тц/2, ) =, 
в, = (00), 0 = | ЛЬ 
0, /»5 
г]? = 
5), 15-47 725 
0, /<і. 
Әкәр А—симметрик матрисдирсэ, Га = гр онда К, вэ 
В, гаршылыглы гошмадыр, 8, = В). 

р =(4,;) олараг диагонал матрис көтүрәк. Онда 
р + о —ашагы үчбучаг, 0 + «В, исә јухары үчбу- 
ҹаг матрисдир. Беләликлә, итерасија просеси заманы 
нөвбә илә ашағы вә јухары үчбучаг матрисләринә 


мүрачиэт олунур (үсулун ады елә бурадандыр). Доғ- 
рудан да, һәр бир итерасија үчүн 


Вуд = (0+ об) р" (0-- об) укы = Ж, (3) 
тэнли]ици һәлл етмәк лазымдыр. ЮГ» (робу а т 
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| 


= уда ишарә едәрәк, 


(р + оку) Ун = Ра (р--е8,) укы = В Усыг 
Е-0,1,... (4) 
алырыг. (Бу, У) = (АУ, у) = (Ву, у)/2 олдуғуну нэ- 
зэрэ алараг 
((р + ок) у, У) = (Бу, у) 9 (Ку, у) = 


(03-2 кэз) (оэ) 


тапырыг, чүнки О> 0, о>0 в А> 0. 

Бурадан (0+ ею)", (Р в,“ тәрс операторла- 
рынын варлығы, ]ә'ни (4) мәсәләсинин һәлл ол,нан- 
лыгы чыхы). 

2. о параметриний сечилмәси. Умуми нәзәријјәдән 
исткфадә етмәк үчүн әввәлҹә А вә В операторлары- 
нын мәһдудлуғу ВЭ мүсбәтлији шәртиндә һәмишә 
өдэнилэн 

1В<А<Т,В (5) 
бәрабәрсизликләринә дахил олан 1) ВӘ Т; параметрлә- 
рини тапмаг лазымдыр. ө? 0 параметринин то'јин 
едилмәсиндән башлајаг. 

Лемма. Тутаг ки, В оператору (2) дүстуруна 
көрә то јин олунур, бурада 

КЮ, +В, К, = А" >0 


| 


ва К 
вољр, 8>0, про с-2-8, 420 (0) 
“шэртлэрини өдәјир. Онда 


5 1 


о Ў ° % Ка 

т,В« А <1.В, прагова 0,25®154” Те АЛ 

гијмотландиј мәси догрусур. == т (9) (а) нисбәти 
в = о = ОЛИВА (8) 

олаугса ән бөјүк гијмәт алыр; бу вахт 

ут зке 5 9 5 

= ые ш = =, =. (9 
ШТ жи ЕНДІ {2 
9 зак, 563 129 


Исбаты. (6) борабзрсизлији көстәрир ки, 
(ғу, у) >8(Ву, у), (07'А,у, Њу) < = (Ву, у) 
бүтүн уе Н үчүн. 
= (р феб) (р+к) = 
= р—о(ћ, + А) +8 В, р К, + (В, А.) = 
= (р әв) 07 (р —о8;) + 28 
чевирмэлэриндэн сонра 
(Ву, у) = (0740 — об.) у, (0--ө8,)у)-4-20(Бу,у) 
= | (2— об) у| + 20 (Ву, у) > 2% (Ку, у) 
алыгыг, демәли, 


В> доћ, јахуд ве 28. = 


ү: 


до 


Инда В үчүн јухарыдан - алаг. (6)- 
ны нәзәрә алсаг, 


веровао бар“ бос ров А Ю< 


02 ВА 


«(1+9 


Ву»тВ, ив (1 


је. 


в? ү 


= тэнли]инин һәлля үчүн зәрури олан итера 
си]алар саўы 


Е (в) = 1, / 12 = 282 (1 4- о + 8/4) 


нисбәтиндән асылыдыр. ®-ны Е(®)-нын максим гм шәр- 
тиндэн сечэк. Р (®) =28(1 — 224/4) (14-08-4-048А/4)7 
төрәмәсини сыфра бәрабәр едәрәк, ® = в=2 ЈАТ 78 
тапырыг, онда Ёл (ш) < 0. Бу ө гијмәтини т, А НО 
үчүн дүстурларда јеринә јазсаг (9) дүстуруну алыры, 
Лемма исбат олунду. 
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3. Јығылма сур'зти. 
Теорем. Тутаг ки, А = А* > 0 оператору 
А=А, РА, А, = А; чәми шәклиндә кестарилмищ- 


дир ва 
| А>%, Ард < 4-4,%>0,А>0 (10) 


ЕС” 
4 2 


шәртләри өдәнилир. Онда параметри ъ= 2/у/$А 
олан 


В = (В+ А) 07 (0 +ећ), р=р*>0 (11) 
операторлу вэ 


Р, Е 2 аш 
Ет ЕНЕ т Ажы! 
ет РАИ 
= = — 12 
ет 1+Ут’ 2) 
бурада 


хос ЖЕНА ү сч» == єў; 
си гуе Т = (13) 


параметрләринин Чебышев дүзүмүнэ малик нөвбәли 

учбучаг үсулу учун п (=): итерасија кифајәтдир: 

п) < и) Ст(д +1, п) < (205 уя); 
(14) 


{Ау — 7 | - < 1 А» — УИ, 1 (15) 
ијмәтләндирмәси өдэнилир. 
Исбаты. Ё-А, А, = А,, К,= А, гәбул едәрәк 
Әввәлки леммадан, һәм до $ 4-дәки (24) гијмотлондир- 
осиндон 1 стифадә едәк: 


| Аул— ЛИ, < 9, ПА — Ла 

9, = Е. Ч 1-0 

1+ 1+ УЕ 
тераси]алар сајы л = л (ғ) учун $ 3-дэ по (=) «л (=)< 
Со (=) 1, бурада по (е) < Іп = (бут) гијмәт- 


д: рмоси алынмышды. Бурада = ут (1 + үт). 
агла (15)-и алығыг. 


бу вахт 
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эшлэл ЕС 2 или 


4. Нөвбэли үчбучаг үсулунун тэтбигинэ аид ми- 
сал. 
— 28, 
ис ил эз а ЛЬ із--1,2...., М, 


= Ош 0. (16) 
модел мәсәләјә бахаг. Тутаг ки, #М= 2, ш, шәбәкә- 


синин #=1,2,..., М—1 дахлли дүјүн нөгтэлэриндэ 
верилмиш шәбәкә функсијалары фәзасыдыр: 


о 
скалјар һасилини дахил едәк. Ау = — ухх оператору ез- 
өзүнэ гоћма вә мүсбэт мүәјјәндир: 


АЗЉЕ, 28-45, зіп? 5. 
ГА 2 
Ру= у (р = Е) вә { 
5х. УГУ 
Ау= Ру === = 21, 
Азу = у= — 25 мы, А.А, А 
операторларыны дахил едәк. (у,),-«у,(4) итерасија- 


лары 
ге == УЕ 5 
(Е+ А, (у ја = (5 эх? Е ЕЙ, 


= ин тей, -Ю + Р, (2) 
а Еа са 


(Бо) у, (0 = Уу (0 — а (У„н(@-Е1)—у„ (9) = 
кы Г (9 
дүстурлары илә тапылыр, нәтиҹәдә 


д ужа + 1) + Ау (0 
Укы (0 = ае 


МЕ 2.1 
алырыг. Уң (2) гијмәтләри сол:ан саға ((2— 1)-д н 
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1-12), Уус (0) исә сағдан сола ((4-- 1)-дон #-ј9) һәрә- 
_ кәт етмәклә тапылыр; бу һалда 

са (0) =0, Ул (М) = 0 
сәрһәд шәртләри нәзәрә алыныр. Белә типли дүстур- 
лары сүрүшән ћесаблама дүстурлары адландырыр- 


лар. 
Уа Ут бәрабәрлијиндән чыхыр ки, А = А„, 


Доғрудан да, ©, =, 105 = һо; ү олдуғундан, онда 


к-1 м1 
(Азу, 9) = — У» лара Уз", 
кеп = 
х Х— 
= а Ў, Ур 


ти А, = Аз. 

А сабитини һесаблајаг: 

(А, Азу, у) = (Азу, Азу) = 
х 


(уул в == Ј (Уго лс 


| 


Т 1 
НЭГ: Јо, тәж (Ау, У), 
=! 


5 ті. жаа т... тһ 
== 5112 == ша 
> ‚ Ул , 


к-9У5/(1--Ул)-2/те-та, ИЕ = Ут, 


демәли, 
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Нэтичэ белэдир: 

по (е) == 10, = 110 (У =10) оларса, 

по (е) == 30, А = 1/100 (№ = 100) оларса. 
Јада салаг ки, №= 100 олдугда садә итерасија усулу 
илә 20000 вә ашкар: Чебышев схеми илә 340 итера- 
сија етмәк лазымдыр. Беләликлә, нөвбәли үчбуҹаг 
усулу биз өјрәндијимиз үсуллар ичэрис’ ндә эн јах- 
шысы олду. 


8 6. Варизсијалы итерасија үсуллары 


1. Минимал ујғунсузлуг үсулу. Биз индијә гәдәр 
итерасија үсулларыны өјрәнәркән һәр јердә фә?з едир- 
дик ки, А оператору спектринин Н-да ва ја /7,-дәки 
сәрһәдләри олан т; вә т; сабитләри мэ’лумдур. Әҝәр 
белә информасија јохдурса нә етмәк олар? Бу һалда 
ту вә т, параметрлариндон ашкар шәкилдә истифадә 
едилмәјән үсуллар тәтбиг етмэх олар. Бу, вариасија 
типли үсуллардыр. Бурада минимал ујғунсузлуг, сур- 
әтлә енмә вә гошма градијентләр үсулларына бахы- 
рыг. 

Эвы ду, =ў, 6=0,1,...,.бүүнуен (1) 

Тын 
гијмәтләриндә (1) ашкар схеми үчүн минимал ујғун- 
сузлуг усулундан башлајаг. г, = Ау, — / ујгунсузл гу 
үчүн 

Шыт! дк, -0,8-0,1,...,ғ-А»-/ (6) 

“кы . 
бирҹинс тэнли]имиз вар. т,,, параметр ни 7,4 ујтун: 
сузлугунун нормача минимум олмасы шәртиндән се: 
чәчә)ик: 
| гр = |град Аг, | == 

= га 21 (Пе Ағ) + на Аг = $ (за) 
Бу ифадәни 5,||-ә көрә диференслаллајырыг, (467 
төрәмәсини сыфра бэрабэр едирик: 


У (теза) 2(7,. Аг,) + 27,41 ІР Џи = 


вз 
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(3) 


тапырыг. ‚ин бу гијмәтиндә икинчи төрәмә ФҚ тен) 
мүсбәтдир вә демәли, шіп | Ги || алыныр. 
зы! 


Индија гәдәр биз А операторунун өз-өзүнэ гошма 
олдуғуну фәрз етмирдик. Әкәр А-- А* > 0 оларса, 


онда 
(РУЛЬ СЕ Ау. = < ›5]| А» — Л, 


1-4 Т 
ЕАО ұла, 1 
СЫ = (4) 


гијмәтләңдирмәләри доғрудур, бурада т; вә 12—А опе- 
ратору спектринин дәгиг сәрһәдләридир. Доғрудан да, 
“ел Ги|мәтиндә (3)-” көрә | 54 | нормасы минимал. 
Дыр, онда ихтијари 53-7, үчүн 0 артмалыдыр, она 
көрә дэ 
гн | хэн Аг = |7 = %47, < 

| <\Е—+ А17 

Диҝәр тәрәфдән, мә'лумдур ки, % = 2111 +1) олдугда 

1Е— А | = ро. 

“Бурадан |7,41|<% || Га] 
Беләликлә, минимал ујғунсузлуг үсулу садә итера- 
сија үсулунун Јығылдығы сур'отла јығылыр (әҝәр садә 
 итерасија үсулунда үү вә (2-НИН дәгиг {гијмәтләриндән 


истифадә олунарса). 
Гејри-ашкар ујғунсузлуг үсулу, јахуд тәсішһләр 
усулу һалында (1)-ин әвәзиндә тәсһиһләр үчүн тәнлик 


ырыг: 


{В ®к+\—“к_\ Аш, = 0, 0, 1,..., 


тк+1 
3 а = Ви, а= ВТ (Ау, 7), (5) 
јурада Зи 
(Ати те.) 
(Атымен ре 
22145116 Та у 15: (6) 


устуру илә тә'}ин олунур. (4) эвэзинэ 


| Ау, — Л | -а «601 А» 7 = 
гијмотлондирмосини алырыг. 
2. Сүр" әтлә енмә үсулу. Ашкар сур'гтла енмә усу- 
лу минимал у|ғунсузлуг үсулундан анчаг түү, учун 
дүстурла фәргләнир: 


Е ЭР авд лон (7) 


Бу дустур ја брза = Ук Хәтасынын | саад. Чорма- 
сынын минимум олмасы шәртиндән, |а даяг, Вә Геца 
уіғунсузл, гларынын ортогонал олмасы шәрт ‘ндән 
алыны). Гүүр” Г ы РЕ тәнлијини л,-ја скалјар 
вурсаг, 0 = (Ге Кетем (Аг, г.) алырыг ки, бурадан 
(7) дүстуру чыхыр. Аг, = Ау, — Аш = г, олдуғундан, 
онда 

(де, бам) = (Ави = чен А, ®,— "уз А) = 
= (пета ћи а ући) = (га) = 

= а (Ги Га] + (Ага г). 

|ғы Вен "ето көрә диференсиалласаг вә төрә ~ 
мәни сыфра бәрабәр етсэк, (7\-чи алырыг. 

Сонра, 

еа = (Е ны А),|& КЕ — че < 

< Е—ђА| |=, ПА <0] 2, д». 
јо'ни 
[е.а хн а < 9 9-5 

Сур'отла енмә усулу М-да [садә итерасија сур’э- 
тилә |ығылыр. 

3. Гошма градијентлор усулу. Даһа сүр”әтлә |ы- 


кылан вариасија типли үсуллары ге]ри-ашкар үчла}лы 


итерасија схемләри синфиндә тапмаг олар: 
Ву = аы (В — 1А) Уе (Г— ава) Ву, 4 Ї 
Жанжал 6-1,2... (8) 
Ву: = (В 5А) 7 


Практикада кениш истифадә олунан гошма гради- 
јентләр үсулуна бахаг. Онун үчүн 2,,, Вә “үүр ИТе- 


136 


расија параметрлори 
_ (ер) =: кы __ (Го Зе) 


қ за = 
Е лк (Гель Чен) 


(9) 
[| турлары илә тојин олунур, бурада Ё--0,1,8.., 5 
А- АЖ 0, В= В*> 0), т8<4А<т,В, >. Тоо) 
ы Үчүн дүстурлар һәлледиҹи операторун нормасы- 
мын минимум Олмасы тәләбиндән алыныр. Итерасија 
параметрләринин бу оптимал гијмәтләриндә 


2 201 
19. = 4, < 0.5 = [= тЫ" , 
жїк Чү, 10 
ПК ШУТ. 60) 


јони гошма градијентләр усулунун јығылма сур’эти 
Чебышев параметрли икилајлы итерасија үсулунда 
олдуғу кимидир (бу үсул, т, параметрләринин ћесаб- 
ланмасында үү вә үз-дән истифадә едир). Она көрә 
дә итерасијалар сајы учун 


) по (=) < п (в) < п, (е) +1, то (=) = 2 


211 үрүү 
гү в 
тијмәтләндирмәмиз вар. В оператору олараг нөвбәли 
үчбучаг үсулунун факторизә едилмиш операторуну 
көтүрмэк олар: 


В = (0 –фод) р (род), 

А, + Аа-А>0, А-А, р=рљ>о, 

| Һесабламалар көстәрир ки, гошма градијентлар усулу 
илә бирлэшмэдэ нөвбэли үчбучаг үсулуна керо ите- 


асијалар сајы Чебышев схеминдән истифадә едилән 
дакындан аздыр. 


$ 7. Ге)ри-хәтти тәнликләрин һәлли 


78 Итерасија үсуллары, Ге]ри-хэтти 
/(х)=0, хе (а, 4 (1) 


ијинә бахаг, бурада /(х)--кәсилмәз функсијадыр. 
нлијин бир вә ја бир нечә Һәлли ола биләр. Тәләб 
лунур: 1) тәнлијин көкләринин варлығыны мүәјјән 
тмэли, 2) көкләрин тәгриби гијмәтини тапмалы. Чох 


137 


вахт һәр ики мәсәлә ејни заманда һәлл едилир. Кек- 
ләрин тапылмасы үчүн итерасија үсуллары тәтбиг 
олунур. 

Ән садә үсул дихотомија үсулудур (јарыја бөлмә). 
Тутаг ки, Р(х) /(х) < 0; онда |х» Ху] парчасында 
бирдән аз олмајараг көкләр вар. Т (Ха)-ни тапаг, бурада 
= (х, + Х1)/2 вә ху олараг Хо вэ Хү гијмәтләриндән 
еләсини көтүрәк ки, онун үчүн, (ха) 7 (ха) < 0 шәрти 
өдәнир. |х, Хај парчасыны јенидән јарыја бөләк вә с. 
Бөлкүнү парчанын узунлуғу 2=-дан кичик Олана гэ- 
дәр давам етдирәк, бурада “--көкү тејјин етмәк үчүн 
дэгигликдир. Ајдындыр ки, просес, вуруғу 1/2 олан 
һәндәси силсилә сүр’әтилә јығылыр. Үсулун чатыш" 
мазлыгЛары: башланғыч [Х; Ху] парчасынын сечил- 
мәси әввәлҹәдән ајдын дејил, просес һансы һәллә 
јығылыр (әҝәр онлар | Хо, Ху] парчасында бир нечә" 
дирсә). 

Икинчи үсул—садә итерасија усулудур. (1) тон- 


лијини 
х-?(х) (2) 


шәклиндә јазаг, бурада Ф(х)-н ашагыдакы усуллар“ 
дан бири илә те'јин етмәк олар: 
е(х)=х—а/(х), «= сопві, 
ф(х) = х-Ер(х)/(х), р(х) — ја, 6] парчасынд@ 
кеку олмајан ихтијари функсијалвр. 
Садо итерасија усулу 
Ха (Ха), п=0,1,2,... 
дустуру илә тә|ин олунур, бурада п—итерасијани 
нөмрәси, Ху-верилмиш ихтијари башланғыч Јахын 
лашмадыр. х = Ф (х) тәнлијинин х = х" һәллини (к 
күнү) тәгриби олараг => 0 нисби хәтасы илә елә та 
маг лазымдыр ки, бүтүн п>п үчүн 
|ха— |< 81% —5* |, 2% ( 
бәрабәрсизлији едэнилсин. (ха) итерасијалар ардычы 
лығы П->ос шәртиндә х* лимитинә |ығылырса, 
шәрт өдәнилә билэр: Иш х, = х*. (4) шәрти едэ 
по 


9) 


ләрсә, онда п = п олдугда һесабламалары да)анд 
маг олар. Бурадан керунур ки, итерасијаларын |ығы. 
масы, һәмчинин |ығылма сур'ати, јо'ни (4) өдәнилә 
минимал итерасијалар сајы ло (=) һаггында мәсәлә 
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дыр. Фәрз едәк ки, Хо нөгтэсинин һәр һансы 


А= (№ —8. %4-9,8>0 (5) 
8-әтрафында $ (х) функсијасы Липшис шәртини өдәјир: 
19 (07) — (0) |< 0137-0371 (6) 

ихтијари х, х”е-А үчүн 4 < 1 әмсалы илә: 
0<4<1 (7) 
_ вә тутаг ки, башланғыч ујғунсузлуг хо % (ху) кичик- 

дар, белә ки, 

| | хо— Ф(х) 1< (1—9. (8) 


Онда ашағыдакы тәклифләр доғрудур: 
Бүтүн ха (= 1, 2,..-) итерасијалары А интервалына 


дахилдир: Е А; 

— {хи} ардычыллыгы п->>с шэртиндэ (8) тәнлији- 
нин һәлли олан х* лимитинә |ығылыр. 

— (2) тәнлијинин А-да |екана һәлли вар. 

ХкЄ А шәрти 


|хү-Хо| 8 (9) 


демәкдир. (8)-ә көрә | Хү-8Хо! = 19 (9-1 < 
< (1—9)8<8 алырыг, јуни &=1 үчүн (9) еданилди. 
Индуксија усулу илэ исбат едәк ки, бүтүн Ё = 1,2,... 
үчүн (9) доғрудур. Фәрз едәк ки, (9) бүтүн 8-1, СЕВ: 
үчүн доғрудур, онда е(х„) вэ Ха = Ф(х,)-и ћесаб- 
ламаг олар. (6)-дан |х, — Хе | = |%(х.)-% (ел) | < 
<4|х,- а) јә’ни 


ра а |е е (10) 

алыныр. Бу бәрабәрсизлији ардыҹыл тәтбиг етмәклә, 
[хы [9 1 Ха, Е--1,2,-.-,0 (11) 
тапырыг. ха — №= (Хи х,) + (ха – а) Ке + 


35 (х- ху) + (х --Ха) олдуғуну нәзәрә алсаг, 


|а. о) 


ја— х1 < гаас 


4 
„а ЕА- (8)-ә көрә (9) барабәрсизлији Е =1 учун 
`рудур, онда Е=2,3,... учун дэ доғрудур. 


Уни х, 
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(15:21:14 АЈ 


Инди Хи, (Хат — еш (а 
хат) КК (Као Хан) "(ғы х,) фәргинә 
бахаг вә ону ги]мэтлэндирэк: 

“жр Жа Жешке 
| _1—4" 3 
Жи, < =. 1-1 «073, 
фәнни ш> ос во т = 1,2,... олдугда |х,.„ Ха|7> 0. 


Бурадан Коши критери|асына корз \х„} јығылыр: 
Шт х, = х*є А. Сонра (3)-дә 1-> оо шәртиндә лимитә 


БОС 


СЕ 
кечтрэк Јәгин едирик ки, Х* (2) тонлијинин һәлли- 
дир: х* = Ф (х*). Бу көк |еканәдир. Доғрудан да ту- 
таг ки, ики мүхтәлиф х’ ва Х” көкләри вар, демәли, 
Хі-е(х), х (А). Онда | х”-х|- |9(37)- 
о) |, Јни | 7—1 
<|х-х |, бу мүмкүн дејил, 
Фи = хир хәтасы үчүн 

|-|%)-%(х91< 4|%,- х*|= 

= де «21. ч (12 


| 547186 


Б 


2 

| п+1 
јо'ни садә итераси]а үсулу һәндәси силсилә сүр”этилэ 
јығылыр. (4) бәрабәрсизлији едонилон итерасијалај 


сајы 07 < 5, ]э’ни 
п>іп т/п = 


шәртиндән то'јин олунур. Ајдындыр ки, (4) өдәниләј 
по (=) минимал итерасијалар сајы 


ње = [па /ш--} (1 


бурада [а], а > 0 әдәдинин там һиссәсидир. 
Гејд. Экэр %(х)-ин А-да төрәмәси варса, онда ( 
о һалда едонилир ки, 1 
19/(5) | <4, ХЕА (14 

олсун. 
2. Нјутон үсулу. Бу үсул 


Гб) (ход п=0,1.2,... ( 


С) 


дүстуру илә то'јин олунур. Әкәр 
0-/ («9 = (ха) + (0 А) 7 (ха) + 
ож", 


Е— ха + 9 (х* — Ха), 0<8<1 (16) 


ајрылышында ахырынҹы һәдди атсаг, Х%-у Хај ЛӘ 


әвәз етсәк бу дүстур алыныр: 
0-1(х04-7 (54 (аа №), 
бурада х%, / (х) = 0 тәнлијинин дәгиг һәллидир. 
Нјутон үсулуну, һәмчинин тохунанлар үсулу, јахуд 
хоттилошдирмо усулу да адландырырлар. Онун һән- 
дәси -интерпретасијасы у = (х) әјресинин Х, «Хаа 
олдугда хе [Хаи Хааје УРУН (ха > Хан Олдугда 
Хеј» х„|-э ујғун) һиссәси х = Х, негтосиндан чэ- 
| килмиш тохунанла әвәз едилир. 
(х) = 0-ы х = (х) шэклиндэ јазараг көрүрүк ки, 
Нјутон үсулуна сағ тәрәфи 
е (х) = х — © (17) 
Олан (3) садә итерасија үсулу кими бахмаг олар. 
Нјутон үсулуну а > 0 әдәдиндән кведрат көк алмаг, 
јуни х? = а, јахуд јх) —х%—а= 0 тәнлијини һәлл 
етмәк мисалы үзәриндә ајдынлашдыраг. 
(15) дүстуруну тәтбиг етсәк 
а 
— (х, 0001... 
2 ( 2) а 
ыг. Тутаг ки, а=2. %- 1 сечэрэк, х: = 1,5, 
1,417, хз = 1,414... тапырыг, јә’ни итерасијалар 
х сур’этлэ јығылыр. 
Итерасијаларын јығылма сур’этини гијмәтләндирәк. 
едәк ки, (1) тәнлијинин х* Һәгиги көкү вар. 
өкүн һәр һансы әтрафына бахаг: 
А, = (37-83, х* 4-80), 802 0. 
(17) функсијасы А-да ики дәфә 
ренсиалланандыр вә икинҹи төрәмәси мәһдуд- 


Жы = 


1$" (х) | < 24, (18) 


рада д > 0 сабитдир. $ (х)-и х = х* нөгтасчнин эт- 


ында Тејлор сырасына ајыраг: 
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ебх) (0) 1-9 (9) (х — х*) + (хе), 
р= хе 60(х х"), 0<0<1. (19) 

Сонра 
о Л ШР. же = (1) 


һесабласаг вә /' (х)* #0 олдугда ф' (х*) = 0 олдуғуну 
нәзәрә алсаг, 


хк)? 
воде + санд (20) 
бз" ^н х* хәтасы үчүн 
А х*=е(х) —т(х*) = 


= 10,0) 09, 
а = у 00% 

дүстуруну алырыг. Буралан вэ (20)-дэн 

| |< 426 (21) - 

т„= 4|®„| ишарә етсәк, Ону << ой <. << 


«ла 


< 9%” вә демәли, 


е1 361910 од 


Бурадан көрүнүр ки, (15) итграсијалары лп => оо шәр 
тиндэ х" көкүнә 

4161 «1, худ 21 = 122—4" | < 9 (2) 
олдугда |ығылыр, јона башлачғыч јахынлашма (0) 
тонлијинин х = Хх” кекунун № = (х#— 1/9, х* 1 19 


(22)-дэн, јахуд | га | <(4 | 2 | "Че. бәрабәрсизлијин 
дэн чыхыр ки, итерасијаларын сону шәрти |21 
е1 25|, п> о (ж) олдугда өдәнилир, бурада 


т(9) =|п ((+-- [їп ш2 | 
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Ајдындыр ки, экер башлангыч јахынлашма х*-ун 
кичик әтрафында |ерлэширсэ, онда бүтүн сонра кэ- 
лан итерасијалар ла А, этрафында јерлошир. Доғру- 
дан да, тутаг ки, | ху—Х* | <5%, 4% < 1. Онда 
х = х |< 4|%—х* % <4%<5,1|х- х* | «а|Хүг- 
— х* |<, < 8 вә с. демәли, истәнилән п = 1, 2,... 
учун | ха— х* | < 80. 

Гејдләр. 1. Биз х = х* көкүнүн варлығынын ис- 
баты үзәриндә дајанмырыг. 

2. Нјутон үсулунун квадратик јығылмасыны /(х) 
Үзәринә даһа зәиф мәһдудијјәтләр гојмагла та'мин 
етмок олар: 

Пр (х) 12-М,230, 17" (х) | < М, бүтүн хе А, үчүн 

(25) 

_ (15) вэ (16)-дан истифадә етмәклә 2,--Х,,--Х“ 
хәтасы үчүн 


| 
| 
Е 
: 


ЕЕ 
"6 2 ла) 
ифадәсини алыгыг ки, бурадан (25) шәртләринә көрә 


а= Му (2М,) 


ЫЛЫ 
алыныр ки, бу да (21)-лә үст-үстә дүшүр (фәргләнмә 
анчаг 4-дәдир). Сонракы мүһакимәләр (22), (23) вә 
(94)-ә котириб чыхарыр. 

28. Кәсилмәз Нјутон усулу. /(х) = 0 тәнлијинин 
ћоллино #- оо шәртиндә Коши мәсәләсинин һәллинин 
лимити кими бахмаг олар: 


22 + 70)=0, хэ» 0, х(0) == (26) 


Әкәр бу лимит варса). х = х (2) илә Коши мәсәләси- 

н һәллини, х,-ла / (х) = 0 тәнлијинин һәллини ишарә 

ак. Онларын 2 (4) = х(4)-- х. фәрги үчүн 

а. 

Оро) — Је) ЧЕЛ (02, е 0, 
0<9<1, 

ЧЕ а (де —0, #>0, = (0) ==, «(0-7 (9. 

радан керунур ки, / (х)> 0 оларса, ?—оо олдугда, 


(01-90. 
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ву = (Хү 0<і<Му 
3) 0<1-< Т парчасында шәбәкә: 
о (1 = по, п=0,1,..., по тух = Т}. 


Кәсилмәз аргументли функсијанын әвәзинә (мэсэ- 
лэн, 0<х<1 парчасында) дискрет Хх: аргументли 
у(х) = уг функсијасына бахылыр, бурада Х; — ел ШӘ- 
бәкәсинин дүјүнүдүр. Бу функсија шәбәкә функсијасы 
адланыр. Истәнилән у(х) = уг шәбәкә функсијасыны 

У = (уь Ур ---» Ун-н Әк) 

вектору шәклиндә көстәрмәк олар. Она көрә дә шэ- 
бәкә функси]аларь, чохлуғу сонлу өлчүлү (бахылан 
һалда (У + 1) өлчүлү) Н фәзасыны әмәлә котирир. 
Адәтән, аддымдан параметрдән асылы кими олан (өл) 
шәбәкәләр аиләсинә бахылыр. Она көрә өн шэбэкэси 
мүнтәзәм олдугда у = ул (х) шәбәкә функсијалары да 
аддымдан (јахуд М-дан) параметрдән асылы кими 
асылыдыр. 

Шәбәкә гејри-мүнтәзәмдирсә, онда ћ олараг = 
= (ћ, ћу,. .. һу) вектору баша душулур. Она керо 
дэ шәбәкә функсијалары фәзасыны И индекси ИЛӘ, 
јә’ни Ил кими ишарә етмәк тәбиидир. На фәзасында 
1-Іһ нормасыны дахил етмәк олар. Садә шәкилли нор- 
малары көстәрәк: 


ру || =тах | у(х) | вә ап у! с= тах | У, |; 


хееһ 
х-1 1/2 
Ву = (2 2 
і=1 


Диференсиал оператор шәбәкә функсијалары фәза- 
сында тә’сир едән фәрг оператору илә әвәз едилир. 

Тутаг ки, 0 — А? (р = 1,2,3) Евклид фәзасында 
сәрһәди Г олан областдыр. Мәсәлән, 0-0<х<1 
интервалыдыр. Г сәрһәди х= 0, х= 1 нөгтәләриндән 
ибарәтдир, С областы 0 < х, < 1, 0<х,< 1, х= (х, 
ху) е б(р = 2) дүзбучаглысыр, Г исә х:=0, Ха--/3, 
үзер == 1, дүз хәтләринин парчаларындан ибарәт- 
дир вэ с. 

Фәрз едәк ки, о (х), хе функсијасына т: "сир едән 
хэтти диференсиал 1. оператору верилмишдир. = г- 
дэ ©, шәбәкәсини дахил едәк вә о, (х), Х = ©, шәбәкә 
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функсијасына бахаг. х:Є өл нөгтәсиндә Іх-ни шаблон 
адландырылан һәр һансы дүјүн нөгтәләри чохлуғунда 
оһ(х) шәбәкә функсијасынын гијмәтләринин хәтти 
ҡомбинасијасы илә әвәз едәк: 


(1,2) - У ато, (х,), х, Е, (0), (1) 


чең 


бурада ай,--эмсаллар, вг-шаблондур, 2 Ес од. 

Г-нин [,9 илә бу чур әвәз едилмәси диферен- 
сиал / операторунун Гл фәрг оператору илә шәбәкә- 
дә апроксимасијасы вә ја / операторунун фәрг апрок- 
симасијасы адланыр. Г операторунун фәрг апрокси- 
масијаларынын өјрәнилмәси әввәлҹә локал шокилдо, 
јә’ни шәбәкәнин иЖтијари гејд олунмуш нөгтәсиндә 
апарылыр. /а-ын гурулмасына = (х) шаблонунун, ја'ни 
х© өл нөгтәси илә гоншу олан елә нөгтэлэр чохлуғу- 
нун сечилмәсиндән башламаг лазымдыр ки, 9, шәбәкә 
функсијасынын бу нөгтәләрдәки гијмәтләриндән іе 
ын ифадәсинин |азылышында истифадә олуна билсин. 

І,-ын гурулмасына аид бир нечә мисала бахаг. 


Мисал 1. Биринчи тәртиб төрәмә: 10 =52=0(0) 
х 
Үч дүјүн (х — 1, х, х +) көтүрәк. 
про = ЗО 900 = о, (шаблон (х, х +0)); 


120 ЕЮ 
П 


5 = о; (шаблон (х — А, х)); 


5 о(х +) (В — 
1,9 = КЕ: = әз (шаблон (х — Р, х--а)) 
ифадәләринин ихтијари бириндән истифадә етмәк олар. 
Чох вахт [+0 = 2,-сағ, Іо = 0с —сол, 1,9 = 09 = 
= 4 12:52 + 170) —моркози фэрг төрэмэ адландыры- 
лыр. Үчнөгтэли шаблонда (х— А, х, х +) 

159 = 0, + (1—9) 0; 
фәрг опезаторуну тэ']ин етмәк олар, бурада ә —һәгиги 
параметрдир. Беләликлә, биринҹи төрәмәнин үчнөгтэ- 
ли шаблонда сонсуз сајда фәрг апроксимасијасы вар- 
дыр. 

%--1,9-- ҒӘ 
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фәргини 1 операторунун Їл оператору илә апрок- 
симаси/асынын хотасм адландырырлар. 


9(Х)-1,о(х)-іІзш(х)- О(һ”) јахуд | (х)|< М" 


оларса, онда дејирләр ки, Ги-ын х негтосиндо 71-чи 
тәртиб апроксимасијасы вардыр, бурада М = сопѕі>0 
Л-дан асылы дејилдир, т > 0. 


т(х +) ох) во (х) + 3 4 (ж) + 


277 ћу У 
== з (х) + э о (х) +0 (0). 


Тејлор дүстурундан истифадә етмәклә асанлыгла 
0—90: О (0), пе — 27-00 (4), ә; — 2” =0 (1), 


ую бою = о(%- Эрт) 


ги|мэтлэндирмэлэрини алмаг олар. 
29 
Мисал 2. Икинчи төрэмэ: 10= 95 = 0" (х). 1-ҹи 
Т 
мисалда олдугу кими үчнөгтәли шаблон көтүрәк вә 
2(х--0)-20(х)-4 о(х—ћ) 


1,%(х)- 


фәрг операторуну јазаг. ә(х--4)--ә(х) + Ло, ә(х--/)-- 
= 0 (х)— о; олдуғуну нәзәрә алараг /,9(х)-и чеви- 
рәк: 

ж.(х)- 9 (х) а(х +1) — и; (х) 
Поа ОНОЈ 
9(х + №) үчүн Тејлор дустурундан истифадә едәрәк 


ПОРЕЗЕ ача) +0) 009) 


тапырыг, јә’ни Г, икинҹи тәртиб апроксимасијаја ма- 
ликдир. 

Адәтән, апроксимасија хэтасынын шәбәкәдә, јо'ни 
1-0, шәбәкә нормасы ма”нада гијмәтләндирилмәси тә- 


лаб олунур. 
оу — (10), || = О (8) 
оларса, дејирләр ки, Їл шәбәкәдә т-чи тәртиб а 
роксимасијаја маликдир. 
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2. Фэрг схеми. Адәтән, 1и= /(х) диференсиал 
тәнлији әлавә шәртләр--башланғыч (Коши мәсәләси), 
сәрһәд (сәрһәд мәсәләси) вэ ја һәм башлангыч, һәм 
дә сәрһәд шәртләри дахилиндә һәлл едилир. Фәрг 
тәнликләринә кечәркән бу әлавә шәртләри дә апрок- 
симасија етмок лазымдыр. 

Тутаг ки, сәрһәди Г олан С областы верилмиш- 
дир вэ 


ше-е/(х), хеб (8) 

хотти диференсиал тонлијин АН 
и(Х)-08(х) хег (4) 
элавэ шортлори дахилиндә и = и(х), хе б һәлли ах. 
тарылыр. @ = 0 + Г областында = 0, т, % Е б, 


1, Е Г шабэкасини дахил едәк вә (8), (4) мәсәләсинә 
(1) шэкилли 1, Хәтти операторлу фәрг мәсәләсини 
уіғун гојаг: 
бу? (ж), Хе о у, (х) = 3, (х), хт, (5) 
У, (2), Ф, (х), У, (х) функсијалары шәбәкәнин ад- 
дымы /-дан асылыдыр, /-ы дәјишмәклә {уһ}, {ел}, {эл} 
ардыҹыллыгларыны алырыг. Беләликлә, бир фәрг мә- 
сәләсинә дејил, 4 параметриндән асылы олан мэсэлэ- 
ләр аиләсинә бахырыг. Бу мәсәләләр аилэси фәрг схе- 
ми адланыр. 
Мисал 1. Коши мэсэлэси: 


Шалы ші + м = 30), #> 0, и (0) =. 
Ејлер форг схеми 


М сыл Ж 
2222-5052 
У, = Уй), „= пе, п-0,1,...,уу-ш 
шэклиндэдир, 


Мисал 2. Биринчи сәрһәд мәсәләси 
ии" = —/(х), 02Х <1, и(д =, и(1) = №. (6) 
Үчнөгтәли (2) фәрг оп ераторундан истифадә едәк: 
Еру — Урал (Уна —2у, +91). 
9р = (5-0, 0<1<М, ху= 1) шәбәкәсиндә фәрг 
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сәрһәд мәсәләсини алырыг: 
ТАУ, у —Љ а... М, 
Уо= №. Ум = №. (6) 

3. Дајаныглыг. (5) фәрг схеминин {оператор шэк- 
линдә |азылышына кечмәк бизим үчүн глверишлидир. 
Бундан өтрү әввәлҹә (5) тәнлијини} 

АУ, = Ф, (7) 
матрис шәклиндә јазаг, бурада У» ахтарылан сонлу 
өлчүлү вектордур вэ өлчүсү //-дир ки, бу да Ун шә- 
бека функсијалары гијмәтләринин намэ’лум олдугу 
дүјүн нөгтәләриния сајына бәрабәрдир. (6) биринҹи 
сәрһәд мәсәләси үчүн Уд-ын елчусу (М--1)-а, |э’ни 
ш:бәкәнин дахили дујунлоринин сајына бәрабәрдир. 

Уһ (х)-нин х,есе, дүјүнләриндәки гијмәтләри Ү, 
векторунун компонентләри, %,(х;) —Ф, векторунун ком- 
понентләри, А-4УҮх ХУ өлчүлү квадрат матрисдир. 

М елчулу Н, шәбәкә функсијалары фәзасыны да- 
хил едәк вэ тутаг ки, Аһ, А матрисинә ујғун олан 
хәтти оператордур: А,: Н„—> Н,. (7)-нин әвәзинә 

Ау, = % ФЕН, (8) 


јазмаг олар. Тутаг ки, | “цуу 89 | “По Н,--фәзасында 
һәр һансы но?малардыр. 

й-лан ВЭ Ф,-ын сечилмгсиндэн асылы олмајан елэ 
бир М>0 сабити варса ки, (8) тәнлијинин у, һәлли үчүн 

[ЁЛ п» < М|%, ею (9) 
гијмәтләндирмәси бүтүн кифајәт гәдәр кичик’ Л-лар 
үчүн(|4 | < №) логру ур, онда дејәҹәјик ки, (8) фәрг 
схеми дајаныглыдыр. 

(8) тәнлијинин һәлли ихтијари Ф, Н, вериләнләри 
үчүн вардырса вэ |еканәгирсә, һәм дэ фәрг схеми 
дајаныглыдырса, је ни (9) бәрабэрсизли|и өдәнилирсә, 
онда (8) схеми коррект (коррект гојулмуш схем) 
адланыр. 

Схемин дајаныглығы у, һәллинин ҝяриш верилэн- 
лэрдэн кәсилмәз асылылығыны ифадә едир, белә ки, 
бу касилмозлик й-а көрә мүнтәзәмдир. Әкәру, Аууһ = 
тәнлијинин һэллидирсә, А,-ын хәттилијинә көрә 
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А, (5, — У) =, — 9, олур; онда (9)-дан 
15, УУУ 165) «М| Фа ен 2177 (10) 
чыхыр. Верилэнларин кичик дәјашмәсинә һәллин ки- 
чик дәјишмгси ујғун ҝәлир. 
Әкәр (8) схеми һәлл олунандырса, онда А! терс 
оператору вар вә 
уут Авт» |У ав < |1 Ав? || ||. 20 


бурада | АХ || = | А! оу“ Ар операторунун нор- 
масыдыр. 
Дајаныглыг тәрс операторун А-а көр» мүнтәзәм 
мәһдудлуғуну ифадә едир: 
[422 < М. (12) 
Схем о вахт дајаныгсыздыр ки, ћ-дан асылы олмајан 
вә | Ар |-и аша билән М сабити тапмаг мүмкүн де- 
јилдир, јуни | й | = 0 шэртиндә || Аз! || гејри-мәһдуд 
артыр. 
Ола биләр ки, биринҹи И--р, ХЕГ сәрһәд шерти- 
нин әвәзинә 
Шш--р(х), хег (13) 
шәрти верилсин, бурада /—һәр һансы хәтти дифе- 
ренсиал оператордур, мәсәлән, х= 0 (вэ ја х= 1) 
оллугда іи = и! — ви, 8230, јахуд ш=и’. Онда (3), 
(4) мәсәләсинин әвсзин» 


1и = 1(х) хеб ш= р(х), хег (14) 
мтселгсіни алырыг. Ујғун фәрг схеми 
1,У,-%, Хо, 1,у = Хет, (15) 


шәклиндә олаҹаг, бурада /,—/ операторуну апрокси- 
масија едән хәтти фәрг операторудур. Бундан башга, 
ола биләр ки, Ф, вә р,-ы 171777 | Ёл Пар кими мүх- 
тәлиф нормаларда гијмәтләндирмәк лазым олсун. 
(15) схеми о вахт дајаныглыдыр ки, онун уһ һәлли 
үчүн 
у аю < М Фа + М» ||» (зу (16) 


гијмәтләндирмәси доғру олсун, бурада М, > 0, М. >0 
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Л-дан вә Фр в, кириш вериләнләриндән асылы олма- 
јан сабитләрдир. 

Гејд етмок лазммдмр ки, (15) фэрг схеми дэ 
А,У,- Ф, оператор шәклиндә јазыла биләр, лакин бу 
вахт (9) вә (16)-дакы || - 127) сағ тэрэфлэр кими үст- 
үстэ дүшмәјә дэ биләр. (Бу артыг биринҹи сәрһәд 
мәсәләси үчүн ајдындыр.) 

4. Дајаныглы схемә аид мисал. Дајаныглы схемә 
мисал олараг 
У УЕ У, 

м 

№=0, уу-0, АМ =1 (17) 
фәрг сәрһәд мәсәләсинә бахаг. 1 фәсил, $ 4-дәки 
кими А, операторуну тэ’]ин едәк. Тутаг ки, Н,-шә- 
бәкәнин дахили дүјүнләриндә верилмиш шәбәкә функ- 
сијалары фәзасыдыр. уе, (у, (х)-ин индексини һәлә- 
лик бурахырыг) вэ дахили дүүүн ,нөгтэлэриндэ у илэ 
үст-үстэ дүшән, сәрһәддә исә сыфра бәрабәр олан 
о ә е 
Ур = Уул 0) у функсијасыны көтүрәк. А, операторуну 

(А.У), = — уров 2 1.9,..., № —1 


ејнилијинин көмәји илә тәјин едәк вә (17)-нин әвә- 
зинэ 


Шу Ж= бгл ЫМ 


Ура = 


А,У, = % (18) 
оператор тәнлијини алаг. 
ІН, фәзасында 
м 
(у, 2) = > у; о, ћ 
і-і 
скалјар һасилини дахил едирик. 
А, оператору Н,-да өз-өзүнэ гошма вэ мүсбәт 
мүәјјәндир вә < А, < ЛЕ, јахуд бүтүн УЕН, учун 
злу < (А, у, у) <АТУ| (19) 
бурада 8 вэ А—А операторунун ән кичик вә эн бејук 
мәхсуси гијмотлоридир вә 


4 л 
А =||А„|| = тоз 5. (20) 
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Әкәр А,= А, оларса, онда тэрс оператор Ар өз-өзүнә 
гошмадыр. 1 фосил $ 4-дә көстәрилмишди ки, (19) бэ- 
рабарсизликлори 

1 2 1 > 1 

т Е< Ай < В, |А | = = (21) 
оператор бәрабәрсизликләринә еквивалентдир. Бурадан 
А тәрс оператору нормасынын мүнтәзәм мәһд 'д- 
лугу, јо'ни | Ар" || < 1/8 < 1/8 олмасы вә (18) схеминин 
дајаныглығыны ифадә едән 


БЭ ЛЕ (22) 


априор гијмотландирмоси чыхыр. Бу ги]мэтлэндир- 
мәни к (Ак) мәхсуси гијмәтләрин гијмәтләндирилмә- 
синдән истифадә етмбдон енеркетик бәрабәрсизлик- 
ләр үсулу илә алмаг олар. Доғрудан да, А, у, = 9, 
тәнлијини у,-а скалјар вураг: 


(А, Уһ Уһ) = (Фр Уһ) вә (“и 9») < [| ® || Ул, 
1 
[У < тя (А, у» Уһ) 


| бәрабәрсизликләриндән гстифадэ едәк: онда 8 || у, р« 
< |® || ||у, || бораборсизлијини аларыг, бурадан да (22) 
ги|мэтлэндирмаси чыхыр. 

(17) схеми һәм дә | у || нормасы мэ’нада да)аныг- 
лыдыр: 


1 и 3 
[ке < чье, ПУЛЕ = туе, = тах |у), (23) 
“Бу, учнегтэли фәрг сәрһәд мәсәлә‹инин һәлли үчүн 


“| фосил 55, б. .-дә алынмыш гијмәтләндирмәдән чы- 
хы». Бахылан һалда гијмәтләндтрмә 


ке 5 х 
1 
у» [с < Хаһі<ізі-У х,# < 59 с 
-1 к-і з=1 


шәклини алыр, чунки 


Ч < М(М—1) = ЖГ 
сесі У » 
хћ==ћ 5 5 ћ = = « 5 
21 


5-1 
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5. Гејри-коррект схемэ аид мисал. Тутаг ки, 
А, Ул = % 
схеми верилмишдир вә | # | — 0 шэртиндэ ЕЯ! — 00. 
Тәрс мәсәләјә бахаг: Мэ’лум у, һәллинә көрә Ф, Сағ 
тәрәфини тэн етмәли, јо'ни 
В, = Уһ В, А. 
Бу мәсәлә коррект дејил, чүнки 
ве: | 713877 = 141 1610. 

Бу о демәкдир ки, А-дан асылы олмајан, ихтијари М 
сабити үчүн елә Л» көстәрмәк олар ки, | п|< ћу, ол» 
дугда | Вг! | > М. Фәрз едәк ки, $», В, $, = У, тонли- 
јинин һәлли, Ф, исә В,Ф,--У, тәнли)инин һәллидир, онда 


=, = #61 < 185119, ул | 
Лакин | 8 | «М, |1|> ћу олдугда, демәли, 


ПБА! 
бәрабәрсизлији доғру оларса, онда дејәҹәјик ки, схем 
квазидајаныглыдыр. 

у, һәр һансы =) : әгиглији илә верилмишдирсэ, Фһ- 
ын тәләб олунан = дәгиглији илә тә|ин едилмәси үчүн 
бу схемдән истифадә етмәк олармы: 


Г» — У |< =? 
19Ф:-9:1 «1851 4—5» || бәрабәрсизлијиндән чы- 
хыр ки, В,Ф,-- у, мәсәләсинин һәлли | Ву | 8, дәгиг- 


лији илә тә|ин олунур. Тутаг ки, Фи-ы => 0 догиг- 
лији илә тапмаг тәләб олунур. Белә ки, 1 Ф.Ф | <6 
| Ви! | эссе 

шәрти едэндикдэ бу мүмкүндүр. Бурадан мүмкүн 
й> № аддымыны, |э’ни йу-ы тә ин едирик. 

Вуну конкрет (17) мәсәләси үзәриндә изаһ едәк. 
Онун үчүн 
4 тһ 4 
1 


[ағ паун А = соз* 5 < т 
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јаза билорик во | 87 | % = Де, <= шәрти 4в,/1є 
Јахуд 

І>і-9) в 
олдугда өдәнилир. Бурадан керунур ки, кириш вери- 


ләнләрин верилмә дәгиглији ёр, һәллин є дәгиглијинә 
нисбәтән даһа јүксәк олмалыдыр. 


Мәсәлән, тутаг ки, сағ тәрәфин ғ, = 107% хәтасы вә 
тәләб олунан = = 107% дәгиглији верилмишдир. Онда 
= 29-107 = 1/50, јә’ни е = 107! дәгиглијини анҹаг 
аддымы > олан шәбәкәдә алмаг олар, лакин мә- 


сәлән, ёр 


4-107, г = 107" оларса, онда #,—1 вэ 


== 107 дәгигли]ини кириш вериләнләр бу чур дэгиг- 
ликла верилдикдә һеч бир шәбәкәдә алмаг олмаз. 

6. Апроксимасија вә јығылма. (14) мәсәләсини 
фәрг үсулу илә һәлл едәркән фәрг мәсәләси ћолли- 
нин башлангыч мәсәлә һәллинә һансы дәгигликлә 
јахынлашдығыны билмәк лазымдыр. (14) мәсәләсини 
(15) фәрг схеми илә әвәз едәркән бурахылан хәтаны 
гијмәтләндирмәк үчүн бу мәсәләләрин һәлләрини мү- 
гајисә етмәк лазымдыр. Бу мүга|лсәни шәбәкә функ- 
сијаларынын №, фәзасында апараҹағыг. и, (х) илә 
ш(х)-ин, јо'ни (14) мәсәләсинин дәгиг һәллинин 
шәбәкгсиндәки ги|мэтлэрини ишарә едәк. 


“к= ућ— ш, 

хәтасына бахаг, бурада у,—(15) мәсәләсинин һәлли- 
дир. (15)-да у, == 2„-- и, әвәз етсәк вә и = и(х)-и ве- 

рилмиш функсија һесаб етсәк, 2, үчүн 
=; хеор Цеа, хеј (24) 
фәрг мәсәләсин ' алырыг, бурада Ф,- Ф — Ги, 
луг = Фр тәнлијинин Ги = (х) тәнлијинин и--и (Хх) 
һәлли узаринда апроксимасија хәтасы (фәрг схеми- 


нин һәлл Узәрин2ә ујғунсузлуғу) адланыр. чу = ъи, 


хәтасы (лу, = в, фәрг сәрһәд шәрти Үчүн (14) мәсә- 
ләсинин һәлли үзэриндэ апроксимасија хәтасы ыр. 


Па, 120, 101-0 
Оларсе, дејәҹәјик ки, (15) фәрг схеми Јығылыр; 
Па в = П и о < МА" 
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јахуд 

12: ус ОСТА"), т>0 
олдугда исә гејәҹәјик ки, (15) фәрг схеми т-ҹи тэр- 
тиб дәгиглијә маликдир вә ја О( | һ |”) сур'гтилг |ы- 
кылыр, бурада М> 0 #-дан асылы олмајан сабитдир. 


їй (у= ОСТА"), Уа аву = ОСТА"), тэд (25) 


оларса, онда (15) фәрг схеми һәлл үзәриндә т-чи 
тәртиб апроксимасијаја маликдир. 

Ч, вә у, ујғунсузлуглары гијмәтләндириләркән фәрз 
олунур ки, башланғыч мәсәләнин һәлли вар вә о, т-чи 
тәртиб апгоксимасија алмаг үчүн тәләб олунан гәдәр 
төрәмәјә маликдир. 

фи-ын гијмотлондирилмосино аид ики мисал кэтирэк. 

Мисаллар 1. 

Ілу = —уг, =), х= їй, 1<і<М-І, уугуул 0, 

Ји =—и! = Г (х), 02 х <1, и(0) -и(1) =0 (26) 
мәсәләси верилиб. Бу һалда сәрһәд шэртлэри дәгиг 
өдәнилир, у = 0(% (2х), и(х)-ин индексини һәләлик 
нәзәрә алмырыг) вә 


= ш еи, 94 (и' += баллон) = 


= ои) о #7000), 


| 
чүнки, и” = — /(х). Бурадан керунур ки, $ = вә ја | 
е =7 +0О (13) гәбул етсәк, | %, |с = 0 (№) олар. | 
1-ҹи бәнддә биз ф= 1,9, — (170), хәтасыны ихти- 
јари функсија үчүн гијмотлондирјик. 2,--У,--Ш, ХӘ- 
тасыны гијмәтләндирәркән %, ујушмазлығындан исти- 
фадо олунур ки, бу да Ти — ] операторунун башлан- 
гыч мәсәләнин и = и(х) һәлли үзәриндә /,Ш,-- Фа опе- 
ратору илә апроксимасијасынын хэтасыны характеризә 
едир. ј — [и = 0 олдуғуну нәзәрә алыб фа = Ф„һ—Їлйһ 
хәтасыны 


фу = (ьщ) — (7 — 1), = 
(въ) — Мышь — (д) = 


шэклиндэ көстәрәк, бурада 9) = — (1,ш — (400 
90 => ју ФИ! —1-ин 1, оператору илә (6) мәсәлә- 
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синин и = и (х) Һәлли үзәриндә апроксимасијасынын 
хәтасыдыр, 9” исә тәнлијин саг тәрәфинин апрокси- 
масија хәтасыдыр. 

Ајдындыр ки, 1 ШИШ Ім =0(18 |“), || Ч) һут О (|) 
оларса, || Фи | са = О ([# |") тәләби өдөнилир, лакин бу 
шэртлээ Фор О(1 |") гијмәтләндирмәси үчүн 
зәрури " ејилдир. Ашағыдакы мисал буну тәсдиг едир, 

2. Б ринчи сәрһәд мәсәләси (6). Һесаблајаг: 


Ни ш тёш” + 0 (= (іа). 
Тутаг ки, = 7+ Ил, Јуни ф-/-О(/9), 


Бурадан керунур ки, өр = 0 (1) вэ у) = 0002), 
лакин схем дөрдүнчү тортиб апроксимасијаја маликдир, 
чунки 


"4426-14-15 
ћ 


(а ТИ = ти Ту 
= +”) +08) (ш) о, 
%--О(/4), белә ки и" (х) = О тәнлијинә көрә 
шу (х) = 0. 

7. Дајаныглыг вә апроксимасијанын јығылма илә 
әлагәси, (15) хәтти фәрг схеминә бахаг. Схем даја- 
ныглыдырса вә башлангыч мәсәләни апроксимасија 
едирсә, онда о јығылыр (адәтән, дејирләр: ,,да|аныг- 
лыг вә апроксимасијадан схемин јығылан олдуғу чы- 
хыр“). Доғрудан да, /, вә 4, хәтти олдугунтан 2, = 

__ Уа — и, хәтасы учун (15) мәсәләсинә аналожи олан 
(24) мәсәләсини алырыг, Она көрә до әкәр (15) схеми 
дајаныглыдырса, јо'ни (16) гијмәтләндирмәси доғру- 

дурса, онда 2, үчүн дә 

| 2, Пав <. ШИК 7 1 уь Іш) (27) 

| ти|мәтләндирмәси доғрудур. Бурадан керунур ки, 

| вы) ОСА"), рэ, ау = ОСІН”) 

оларса, 


ии) = 


Па („у= |уг— и у= 0( ||"). 
Беләликлә, фәрг схемләринин јығыланлығынын вә 
дәгиглик тәртибинин өјрәнилмәси апроксимасија хәтасы- 
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нын вә дајаныглығын өјрәнилмәсинә, јо'ни (16) априор 
гијмәтләндирмәләринин алынмасына ҝәтирилир. 
Мисал. (17) фәрг схеми (Уи = — Ф» 1-41,9,... 
ы, М--1, у=0, уу= 0) учун әввәлләр (28) гијмәт- 
ләнлирмәси алынмышдыр. Ардын: ыр ки, Ф = Л Олдуг- 


да | фи №, = 0 (№), = Ли олдугда исэ 


|9 1с, = О(14) апроксимасија хәтасы олур. 1-5 258» 
Х-1 үчүн атыс? Ф-0. 2-0, онда 2 үчүн дэ 18 [<< 


Е. 1% с гијмәтләндирмәси доғрудур, демоли, 


2 
у; = = О(11 |") олмасы чыхыр, 6, рада Ф = / 
2 


ТАЖ 
олдуг ат--2,%- 7+ ых олдугда исә т = 4. 
- 


Бунунла да (26) схеминин өјрәнилмәси баша чатды. 
((26) схеминин өјрәнилмәси әслиндә ахырынҹы үч ми- 
сал үзәриндә нүмајиш етдирилди). Бу, фәрг схемлэ- 
ринин өјрәнилмәсинә типик мисалдыр. 


8 2. Бирчинс үчнөгтәли фәрг схемләри 


1. Башланғыч мәсәлә. Икитәртибли ади диферен- | 
сиал тонлик үчүн биринчи сорћод мэсэлэсинэ бахаг; 


ш = 2 (код 22) - 460: = — Ј (х), осхет 


к(5) >> 0, 9 (х) 220, ш(0) == и (1) =. (1) 
Бело тэнлик стасионар, јо'ни замана көрә гојиш- 
мојон температур (стасионар истиликкечирмо тонлији), 
јахуд консентрасија ( иффузија тәнлији) пајланмасыны 
тәсвир едир. Әҝәр и = ш (х) температурдурса, онда 


У (х) = = А (х) Т--истилик сели олар (ё(х)--истїї 


ликкечирмэ әмсалыдыр). 8 (Хх), 4 (х), /(х) һиссә-һиссә 
кәсилмәз ф, нксијалардырса, онда (1) мәсәләсинин 188 
кано һглли вар. Ё(Х) функсијасы х = НӨГТӘСИНДӘ 
биринҹи нев кәсилмәјә маликдирсә вә демәли ЈЕ] = 
(4-0) —– 2(Е — 0) ==0 оларса, онда бу нөгтәдә 
ви’) истилик сели кәсилмәз олмалы 


температуру вә ( 
дыр: 

[ш] = 0, [ки] = 0, х = 5 
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ну о" 


х=0, х= 1 негтолзриндо башга сәрһәд шэртлэри 
дә ола биләр: х = 0 да Аи’ = аи — ш, х= 1-дә — ви = 
== 920 — ва. 5, > 0 оларса, үчүнчү нев шәрт, о; = 0 ол- 
дугда исә икинҹи нев шәрт алырыг (#4' = — а, Х--0), 
Х--0 вә х=1 нөгтәләрендә мүхтэлиф шәртләрин 
комбинаси]асы да мумкундур. 

2. Учнегтали фәрг схемләри. 0-2х <1 парчасында 
= Џ№ аддымлы в, = (=, 4-0, 1,..., МҰ мун- 
тезом шэбәкәсини дахил едәк ва (1) мәсәләсини ап- 
роксимасија едон форг схемини јазмаг учун, учнегтоли 
(=> Ху, Хал) шаблонуну сечәк. Ихтијари фәрг тан- 
лији бу шаблонда 

уд — су, +ау у = — №, (2) 
шэклиндэ олаҹаг, бурада а. 6, с,-к(х), (х) во й- 


дан асылы әмсаллардыр. Онлар һәләлик то'јин олун- 
мамышдыр. . 


(2)-ни башга шәкилдә јазаг: 
1 Уча — У, УУ 
г (о, яг 1 а 1 + ) Ду, = — 9, (8) 


4, = (с, —а,— 6 )|!?. 

Фәрг схеминин эмсаллары шәбәкенин бутун дујун- 
лэриндэ диференсиал тэнли]ин истэнилэн әмсаллары 
Үчүн е|ни дүстурларла һесабланырса, онда лејәҹәјик 
ки, фәрг схеми бирҹинсдир. Әкәр —1<5<1 парча- 
сында верилән ихтијари һиссә-һиссә кәсилм:з функ- 
сијалар үчүн то'јин олунмуш А [5 (5)|, В [# (5)], 0|8(5)|, 
Е[7(5)| функсионалларыны дахил етсәк вә (3) схеминин 
эмсалларыны 


а, = А[е(х, + 5ћ)], 0, = В[#(х, + 50)] , 
4-1 8(х, 14-50, ә, = Ех, 51], (5) = (х, + 54) 


| дүстурлары үзрә һесабласаг, онда белә схем бирчинс 


олаҹагдыр. Садә функсионаллара мисал кэтирэк: 
А[6(9)] = (— 0,5), а, = 10 = Ё(х,— 0, 51) 
Е(/(8)) = / (0), Ф--/і-/(х) вә с. 


Әкәр схем бирчинсдирсә, онда индекссиз ишарә- 
лөмэлэр системиндән истифадз етмәк әлверишлидир: 
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АУ 1- (ду, ауҙ)-Фу--%, хеш, (4) 
У(0) ==, У(0-вь 


бурада 
а=а(х), ђ = (х), у= у(х), хү-- Тео, 


у; = (у(х + В) — у(х))/һ, у; = (у(х) — у(х— В). 
(4) мәсәләсинин һәлл олунан олмасы үчүн 220, 
&`> 0, а>>0 шәртләри кифајәтдир, бу вахт һәлли говма 
үсулу илә (бах, 1 фәсил, 6 3) тапмаг олар. 
3. Апроксимасија шәртләри. (4) схеминин апрок- 
симасија хәтасыны һесаблајаг: 
ф= (ло + 9) — ([9- Л = (ло – 10) +(#— = 
| о вр) во |-а-дә%-/. 


бурада о (х) кифајәт гәдәр һамар ихтијари фу нксија- 
дыр, №, 9, / функсијалары шәрһимизин кедишиндэ 
лазым олан төрәмәләрә маликдир. Тејлор дүстурундан 
истифадә едәк: 


о(х + В) = 0(х) + ®' (х) ғ ФҚ) 
и" (а) + 0 (8) 


во 
Й Ва ОЙ 3 
0, =7 “есе е + О (А), 
3 
Еа он фо). 


тапырыг, 9, во 9--ИН бу ифадәләрини ф учун дүстур- | 
да |еринә |азаг: 

Ф (3 (8--а) # ји (55 ар 

О уп (4-94 («+ — ) +0 (8). 
Бурадан керунур ки, 

М-ы ов (а) ОҚ), "= = вх) +00), 


4-4(5) +00), е = (х) О (т) 
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шэртлэри өдәниләрсә, схем икинчи тәртиб апроксима- 
сијаја маликдир. Бу һалда ф =0 (7). 


Әмсаллары 
Өү Еру бүлээн. Ф 9 Л 
Крф 28 ааа Виа 
Е - = 6-4 = Л 


і 

4 
олан (4) схеми икинҹи тәртиб апроксимасијанын (5) 
шәртләрини өдәјир, әмсаллары 


бр + ва 
=, а, = 1 
В ін 2 


олан схем исә һәтта биринҹи тәртиб апроксимасија 
шәртини өдәмир, чүнки 


+ („—а)—&=О(1). 


83. Консерватив фәрг схемләри 


1. Бирчинс консерватив схемләр. Биз 1 фәсил, 
54-дә мүәјјән етдик һи, Лу фәрг операторунун өз- 
езуно гошма (матоисин симметриклији) олмасы үчүн 
зәр ри ва кафи шәрт 2, = а,,, олмасыдыр. Б/ һалда 


$2-дэки (2) мәсәләси 


1 Ун — У! ЕО 
А (а. Е һ ч һ | 
–—фу=—% (1) 
о. Мы, У 


‘шэклини алыр. 


Уна дү Ж 
Чт Ес =. == пау = — іе, (2) 


тәнлији (Х. үр, Хи) интервалында истилик балансы 
тәнлијинин шәбәкә аналог дур: 


хил. хиар 
ае | шах-- | јодах, ш-еіш”. 
Х1-1/2 1—12 


. 563 16% 


Бу тәнлик $ 2-дэки (1) тәнлијини Х, | с Х< Хр 
парчасы үзрэ интегралламагла алыныр вэ консерва- 
тив схем адланыр, |ә”ни онун үчүн физики сахланма 
ганунларынын фәрг аналоглары өдәнилир. 

Бирчинс схем үчүн 6, = а,;; тәләби [—1, 1] пар- 
часында ихтијари һиссә-һиссә кәсилмәз А (5) ф/нкси- 
јасы үчүн Ве (х--51)] = А [60-5 (5-1) 0)], Јахуд 
В[#(5)] = А[8 (5 + 1)] олдуғуну ифадә едир. Бу анҹаг 
о һалда мүмкүндүр ки, А [2 (5)] функсионалы 0<5<1 
олдугда, В [# (5)] исә —1<5<0 олдугда #(5)-ин 
гијмәтләриндән асылы дејилдир, демәли — 1<5<0 
аралығында а (х) = А [/ (х- 5/)|. Консерватив схемин 
әмсалы а (х) |х — 1, х] парчасында анҹаг А (х)-ин гиј- 
мәтләриндән асылыдыр. $ 2-дәки икинҹи тәртиб апрок- 
симасијанын шәртләри (2) консерватив схеми үчүн 


ә 4(х+ћ—а(х) _„ 2 
== = (х) + О(?) 


За -врд--0(0) () 


а(х) = а (2) + 0 (№), «(х) = 70) +000) 44) 
шәклини алыр. Хүсуси һалда бурадан | 
а(х) = (х) — 11218 (х) + О) ЕЁ (х — 1/21) + 0(8)). 
(2) консерватив схемини индекссиз ишарэлэмэлээлэ 
азаг: 
(аур), =9 (х) у = — (х) 
х= ео, у|(0) =. у (1) == (5 
Тәләб едәҹәјик ки, 
а> а > 0, 42:0 
шэртлэри дә өдэнилсин. 
Практикада а, 4 вә $ үчүн садә |дустурлардан и 
тифадә олунур, мәсәлән, а, =, үн 4, = 9» % = Л 
Шәбәкәнин х = х, дујуну Е(х) функсијасынын № 
силмә нөгтәсидирсә, бирчинс ісхемин әмсалларын! 
белә һесаблајаг: 
а, = Врла іахуда,-1/2(8(х,1--0)--2(х, -0)у 


унио (а (8,0) +900) 
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а. = (7(х— 0) + /(х + 0)). 
Бу һалда (3) шартлари һәр јердә өдәнилир, (9) 
шортлори исә 
4 — (дао 95) =0 (2), үг! (7, аЛа) 000) 


_ шэртлэри илә әвәз олунур. 
: Эмсаллары шәбәкә интервалы үзрә интегралламагла 
ћесабланан схемә аид мисал кэтирэк: 


ЖЕСЕ хү! о -1 

Нэгэ 1 ах а? 48 5 

т Г Ї 1263) Ї Ё(хү--58) : 
Хү-1 Яс 


Ф; = | ј(х)ах= Ї Ј(х + 51) 48, 
Сар -1 
т хит 1/2 
а= | а (х)ах = | 9 (Х, + 51) ағ 
21—12 -12 


“А|сындыр ки, (3), (4) шәртләри өдәнилир. 
9. Апроксимасија хатасы. Икинчи тәртиб апрокси- 
мас јаја малик консерватив схемә бахаг. Тутаг ки, 
Ш-и(х) 
ш = (ви — а (хји= —ј (о), 0<х<1 
и (0) =в, #(1) = № (6) 
әсәләсинин дәгиг һәлли, у, = у(Х,) исә (5) фэрг сэр- 
д мәсәләсинин һәллидир. Схемин хэтасына, јә’ни 
2 (х) = у(х) — и (х), БЭЛ 
әбәкә ф н.сиіасына бахаг, у(х) = = (х) + и (х) функ- 
«ыны (5) тәнлијиндә јеринә ]азсаг вэ ш(х)-и ве- 
миш функсија ћесаб етсәк, = (х) хәтасы учун 
лг = (аг), — 42 = —%(х), хе, 
2(3)-0, 2(1) =0, ара > 0, 4>0 (67) 
лосини аларыг, бурада %(х)--Лш--? (х)= 
а йи -- 5—(5) схеминин башланғыч диферен- 
мәсәләнин п = и (х) һәлли үзәриндә уігунсузлу- 
ур. Ји + ј = О олдуғуну нәзәрә алараг 
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Ф (ли 9) — МиР = (ли 0) +(6— = 

= (анг), (шуу|-(4-Фи--(% р 
јазаг. Шәртә көрә (5) схеми икинчи тэртиб апрокси- 
масијанын шэртлэрини өдәјир. Бу 0 демәкдир ки, 
вес, 9, =С®, пес“ оларса, % -00(12) вә демәли, 
191. = О (А3). 
Бу шәртләр дахилиндә схем икинҹи тәртиб дәгиглијә 
маликдир. 


Лакин бу дәгиглик тәртиби һамарлыға верилән даһа 
зәиф тәләбләр дахилиндә дә сахланылыр: 


в(5), а(х), у(х)=С?, пЕС® (7) 
Лемме: (7) шәртләри өдәнилирсә, онда. 
(ви рад — (и) 
ћ 


дүстуру доғрудур, бурада и = и (х), (6) тәнлијинин 
һәллидир. 


Исбаты: Тејлор дүстурундан истифадә едәк: 


= (6и), - О (12) (8) | 


1 , к” 7222 

ЧЕ. 5 дін Мет) с 8 

а о (хі 38), 
+ , 2 

0<0<1,--(Фыа- 9-18) — 0-0 (09). 


Бурада ' = Аи” јазсаг вә (ви) = (ди — Л)’, (ашу! 
= (ди — Ј)" олдуғуну нәзәрә алсаг (8) дүстуруну алы: 
рыг. 

Леммаја көрә апроксимасија хәтасыны (7) шә 
лори дахилиндә 


| 9,2 пре ж (аг), — (виђа = 0009) 
| шәклиндә көстәрмәк олар. 

! Сонра 

| ав 3+0), в) 

| Ш. Й 

| Шоо аы — ш)лвно(т), вес 


олдуғуну нәзәрә алсаг, т, =0(8") олар. 
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Доғрудан да, 
1 , 1 ” 
и, = Шар + чу йаз == “гү 12 ШЕ ЫЫ О (№), 


1 , 1 ” 
В жан; Ише + 8 и ір 0(т), 


иу = про), 
ари, = (ле О(т)) (и; (+ О (09) БР 
= (6и), 1 000) 
‚= О (#). 
ү Ашағыда | 2 |с үчүн билаваситә 7 вә ф* илә априор 
гијмотлондирмо алыначагдыр. 

3. Априор гијмәтләндирмәләр. 2 хэтасыны ф илә 
гијмәтләндирәк. Мэр ше)дән әввәл 1 фәсил, $ 5-дә гов- 
ма усулу илә алынмыш гијмәтләндирмәни јада салаг: 
4 хх ТАҢ” 
У, 


1=1 К 


А041: 
је | — 
«< а 


Бурадан 
1 
12 с < 572 19 с, 


(022), —4% = —в, хе, 2 (0) =2(1) =0, 
а>с>0, 4>0 
мәсәләсинин һәлли үчүн 


2 
Пе < = (1, 181 (9) 
1 
м 
гијмәтләндирмәси доғрудур, бурада (у, 9] = 2 уо, К. 
3 2" 
2-и 2 = 0 4-0 ҹәми шоклиндо көстәрәк, бурада ® 
вә 9 
(ар), = =, Хеор ® (0) = (1) = 0; 
до = (29) — 40 ---4Ф, хе о, 2(0) -2(1) = 0 
“мэсэлэлэринин һәллидир. Ф функсијасыны ашкар шэ- 
килдо тапачағыг, Ф-нин гијмотлондирилмоси үчүн исә 
(аксимум принсипиндән истифадә едәҹәјик. 
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(= в), =0; (арасы (28) ерү 
тәнлијиндән чыхыр ки, ае + р = сопзі = су. Ашка 
чевирмәләр апараг: 


(9—6) ^ ћ и. 
= 60 3 к о, 


23 


р х х 
ү У у 
а 5 ак - а Е 

хо 


К к=л+1 
Сонра а, >-с,> 0 олмасыны нәзәрә алмаг галыр ки 
бундан сонра да 
х 


191. У. -2-0Й48р @0 


ХЭЛ 
алырыг. 


Ф-ни гијмәтләндирмәк үчүн І фәсил, $ 5-дэки 4-чү 
теоремдэн истефадо едирик: 
Е ро |1 ||. (11) 
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(10) вә (11) бәрабәрсизликләрини бирлэшдирэрэк 
па 6-199--01 422116 42-01, 1811 
Д 
јаза оиләрик, јо'ни (9) гијмәтләндирмәси исбат олунду. 


(6) мәсәләсинә мүраҹиәт едәк. ф = 7, |- ф* Олсун, 
%-ни 
і-1 
фр» = + У ЦЭ (12) 
к-1 
шәклиндә көстәрәк вә (9) гијмәтләндирмәсиндән ис- 
тифадә едәк. Онда (6”) мэсэлэсинин һәлли ‚учун аша- 
тыдакы априор гијмәтләндирмәләри, алырыг: 


1-1 
Ун, 
К= 
| пее «< 2-64, 1а, 19е. 
(12) дүстурунун доғрулуғуну көстәрмәк {галыр. Доғ- 


1—1 


№ 
пе < ДЫ +" 


| 
шаа: 


рудан [да р, = ~ ћу; ишарә етсәк көрүрүк ки, 
кті 
риа — р, = 89), јони фу = р, ава ф = 1, р, =в,, бу- 
рада м, = т, р. 
4. Фәрг схеминин Ңығылмасы вә дәгиглији. Фәрг 
схеминин дәгиглијини гијмәтләндирәк. 
Е(х), 9 (х), Јес“, ЦодесФ” 


олдуғуну фәрз етсәк у(х) = О (/°). 9% =О (82) алырыг. 
Инди (13) априор гијмәтләндирмәсиндән истифадә ет- 
мәк галыр ки, ону да даһа кобуд 


л. < 201 "64-14 16) 


ти|мэтлэндирмэси ило эвэз їетмэк олар. Бурадан чы- 
хыр ки, (7) шэртлэри өдәнилирсә, (5) схеми икинчи 
тәртиблә мүнтэзэм јығылыр, јә’ни 
3 12| = Пу = |1, < МЕ. 

Схемин јығылан олдуғуну (х), 9 (х), /(Х) коси- 
лән әмсаллар синфиндә исбат етмәк даһа чәтиндир. 
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ЈП или 


Садолик учун о ћала бахачагыг ки, Е(х) бир нөгтәдә 
биринҹи нев кәсилмәјә маликдир, д(х) вә Ј/(х) исә 
кәсилмәздир вә С° синфинә дахилдир. |а,0| парча- 
сында верилмиш һиссә-һиссә косилмоз ВӘ ја, 6]-дэ 6 
сајда һиссә-һиссә кәсилмәз төрәмәләри олан функси- 


Далар чохлуғуну с ја, 0] илә ишарә е әк. у 
Нәһајәт, тутаг ки, #06: 00, а (х). /(х)еС? вә 
в(х)-ин |Ж, Хај парчасында & негтосиндо биринчи 
тәртиб кәсилмәз төрәмәси вар, белә ки, & = Ха + 88, 
0<8<1. х = олдугда 
и = шу, (ЕШ): = (847). --% 
гошмелыг шәртләри өдәнилир, бурада 
2 
о, = 9(-0), џ = 0(2— 0). 
Онда із-п--1 учун, =О (04), бутун = ПОМ 
үчүн фу 0082), пад = аа ёл ат (идр Бурада 
Е — бући, 4-0 (19), 


и, = и (8) — Өш + О (1), | 
пр „= (пази = па) йл би + (1 — би, + 08) = | 
е2 па « е + О(ђ= 
ЈЕ 
0 1-0 
= 7) 517 + С(8), 
= а ) ( 
(іш), на = (Өш). +0(8) = +0 (0), 4> 1/2 


(ви луд = (Өш), НО (8) = =, + 0, 5<-- 


Тазсаг, 
ы зөв ага (5 ДЕ ЗО 1] +04, 


јә’ни ихтијари схем учун та= © (1) вэ |алныз омсале 
лары 
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олан схем үчүн та = 08) алырыг. Доғрудан да, 
Е 1 ах 8 11-14 ок 
ағы ЈЕ 2 л | ЖІ [ГИ ко 


Хаа 


© 
ни п ык =14+0(1) вә демәли, = 
=0(1). (13) бәрабәрсизлијинин сағ тэрэфинэ 
м 
(јаје У АА | 
1-1,444-1 


кәмијјәти дахилдир. Бунунла да ашағыдакы теореми 
исбат етмиш олуруг. 

Теорем: Ё(х)Є:00), а(х), дес? кәсилән эм- 
саллар синфиндә „икинчи тәртиб апроксимасијаја. 
малик ихтијари бирҹинс (5) фәрг схеми биринчи 
тәртиб дәгиглијә маликдир, әмсаллары. а,--а, олан 
схем исә икинҹи тәртиб дәгиглијә маликдир. 


$4. Гејри-мүнтәзәм шәбәкәләрдә бирҹинс схемләр 
1. Гејри-мүнтәзәм шәбәкәдә консерватив схем. 
0<х<1 парчасында ихтијари гејри-мүнтәзәм 
@={х„ #=0,1,..., М, хұ--0, ху 1) 
шэбэкэсини кетурак. Гејри-мүнтәзәм шәбәкәдә учнег- 
тәли консерватив схем алмаг үчүн [Х| Хдар| пар- 
часында баланс тәнлијини јазаг: 


х2 1+? 
ое, в — дийх-- | (х) їх, т = и. 
хі? 21-12 


О һәм мүнтэзэм, һәм дә гејри-мүнтәзәм шәбәкәдә 
Јни чур јазылыр. Баланс тәнлијинә дахил олан интег- 
раллары вэ төрәмәләри апроксимасија етсәк 


ш, у= (іш АЕ, 
п» == (807), ЛЫГ ЕН = 26715 САн 
шэн х1? 25 
Ї (ах. й, Ї айах а щий, 
1-12 1-1 


169 


1 
Л (^+ ња), 


бурада 4, вә Ф,—һәр һансы шәбәкә функсијаларыдыр. 
Нәтиҹәдә 


1 Уца У: 1 
та (вы гэн е; га | фу, Фр 
із-1,%,..., Ми ни Уң =. (1) 


а, вә $; учун фу Ч 1-1, 2,2. ‚ М—1 кими 
садә дустурлардан истифадә едирик. а, эмсалы #(х)- 
ин (Хүү х,) интервалындакы гијмәтләри илә тэ’ин 
олунур, она керэ дэ ону мүнтәзәм шэбэкэдэ олдугу 
кими кетурмэк „олар, демәли, #(х)ЕС® олдугда а: = 
== 82-0 (нў. 

2. Апроксимасија хәтасы. 


ыы Эба 
И ?, я 


У 


‚уз = = 
>, 7, 


84 

ишарәләмәләрини дахил едәк вә фәрг схемини 
(ау) — 49= — % Х = 9 Уус-Вь Ух = № (1) 

шәклиндә јазаг. 2 = у— и көтүрмәклә 2 үчүн 


(02) йг= — Фф, х 27 ж==,=0 (2) 
тәнлијини алырыг, бурада 
у = ли+ Ф= (аис) — ди + е. (8) 


(1) схеминин и = и(х) һәлли үзәриндә у]кунсузлуг- 
дур. 
Лемма 1. ист, уб? оларса онда $. апрокси- 
масија хәтасы үчүн 
=з?" (4) 
дүстуру доғрудур, бурада Ф = Л, 4, = 9, олдугда 
ту = (482) — (#4); — (чи — Г), + =О (Ж). 
1-чи бэнддэки ејнилији 
Т хиа 
Е \ (ди — Л) ах, 70, = (Ёш), ць 


Д 
21—12 
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шэклиндэ јазараг ондан истифада едәк. Бу ејнилији 


(8) бәрабәрлијиндән чыхаг: 
ф-(аш)- (ви до] — (ФӘ), + 
АГА 
+= | 9-24 6) 
баар 
ралы ики интегралын чәми шәклиндә 
көстәрәк: Х, ДӘН ху-јә гәдәр вә Хүдэн Хар” ГӘ" 
; сонра ў = аи — Ў интегралалты функсијасынын 
, дүјүнү әтрафында ајырсаг 
ш 
Тод ах = = Ї [^+ (к= х) 719+ 


Е 


Сағдакы интег 


шэн 


| 
Е 
) 


2 
?, 
Ё 21-12 


кора) + | ея +008.) В 


жі 


= 1 ү = 
=== 80, (в) 7-ой) 


тапырыг, чунки 4 а < (28). 
Ми Л ТТ 4-0 (Ва) әвәзләмәси 
1 1412 
1 {одак (#7) + О(М) 
хү-1/2 
верир. ў = ди— ў көтүрмәклә бу ифадәни (5)-де је 
_рина јазсаг, (4) дустуруна колирик. 
ШЕ ни гијмәтләндирмәк учун Те СО, ке се шэр- 
тиндә (аш),-- (20); ір Фэргинэ бахаг. 
ај == Ер др О(Е) Фәрз етмәклә вә 
шу = и, ла + ш 112+ и 15/8 +0 ( 8), 
ш = шари пара + Пиј па + о( қ), 
Шат (ш = шау = и + о( М) 


цустурларындан истифьдэ етмәклә 
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анг); Ж (ви) = 
5 (а 2 ( №)) ( Цаг 0 ( №)) Хэр (607), 12 = о и). 
в(х), 400, ФЕ ст), и(х)е С“. ол- 


Белоликло, 
дугда 
т=0(8) 

гијмәтләндирмәси доғрудур, 

Гејд; Биз фәрз етдик ки, 4, вә 9, садә дүстур- 
ларла тэ’] н олунур: й,=@ $, = ју. Әкәр даһа мүрәк- 
кәб, мәсэлән, 

пр + а +? 1 же 
Ф — ЛЫГ, ! х) ах 
1 201 і 7 (х) 


Х1-1/2 
дүстурларындан истифадо олунарса, онда “= о(%)- 
- (4,-%) и, + (= Ју) шәбәкә функсијасыны фу = 
од 97 шәклиндә көстәрмәк олар, бурада да 
фу=0О(%), р,=0 (18) вә (4) дүстурунда први те, 
чәми илә әвәз етмәк олар: 
ф= (о Ел); 3975 (49 
о =0(), "-0(4), = 0(%),%, 9, јесе, 
@ ео? 
3. Јығылма сүр'әтинин гијмәтләндирилмәси. (2)— 
(4) мәсәләси үчүн 
1 
121 < х 15 4-0,14511) (6) 


априор гијмәтләндирмәси доғрудур, бурада (у, зја 


м 
= > у. Әкәр 8 3-дэки (7) шәртләри өдәниләр- 
і=1 
са, онда тү = 0(#), += 0(8). 
ту ве %-У (6)-да Церинә јазмагла ашағыдакы тео» 
ремин догру олдугуну |э’гин едирик. 
теорем. №4, ЛЕ СО дамар амсаллар синфиндә 


(1) шәкилли ихтијари схем гејри-мүнтәзәм шэбэкд- 
ләрин ихтијари ардымыллығында икинҹи тәрті 
дәгиглији сахлајыр. 
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9-чи бэнддэки гејди нәзәрә алараг ф|р-ни фр- 
== орт ++; шәклиндә көстәрмәк олар, бурада р; = 
-0(1), 9|-0 (15). Онда (6)-нын эвэзинэ 


пес < 2 {Тя 1+@,1%** 1) 


гијмәтләндирмәси г ору олур; гејри-мүнтәзәм шэбэкэдэ 
икинчи тәртиб дәгиглик һаггында теорем өз күчүндә 
галыр. 

#(х) әмсалы сонлу сајда нөгтәдә биринчи нев кә- 
силмәјә маликдирсә, һәмишә елә о, (Е) гејри-мунт:- 
зәм шәбәкәсини сечмәк олар ки, кәсилмә нөгтәләри 
бу шәбәкәнин дүјүнләри олсун. Онда ихтијари схем 
икинҹи тәртибдән дәгиг Олаҹаг. 

Беләликлә, гејри-мүнтәзәм шәбәкәдә вә Һамар әм- 
| саллар синфиндә икикчи тэртиб апроксимасијасы олан 
ихтијара бирҹинс схем о, (8) гејри-мүнтәзәм шабэкэ- 
ләрини хүсуси гај а илә сечдикдә кәс: лән әмсаллар 
синфиндә икинҹи тәртиб дәгиглијә маликдір. 

4. Дәгиг схем. $ 2-дәки (1) мәсәләси үчүн, Һәлли 
ихтијари шәбәкәнин дүјүнләэғндэ диференсиал тән- 
лик үчүн сәрһәд мәсәләсинин и =и(х) дәгиг ћолла 
илә үст-үстә дүшән дәгиг үчнөгтәли схем гурмаг олар. 
(Дәгиг схемин гурулмасы имканыны мәсәләнин 9(х)=0 
хусуса һалы үзэрандә көстэрэк: 

(шу = —ј (о, 0 <х<1, и(0)-0, и(1) =0. (7) 


Танлија Хү-дэн Х-ә гәдәр интегралласаг 
х 
(еш) — (6и), + | 7(945-0 
х, 
лијини аларыг. Ону Е(х)-ә бөлэк вэ әввәлҹә Х,-Д”Н 
17гәдәр интеграллајаг. 


жы а пио Ра 9 
2 52 шог. БРИН 
лз, | тө? Ја 0, (8) 
2 2 


зра Х, дон хүр гәдәр интеграллајаг: 


33 я 3 ж 
г-(80, | 221 02 |фа-=о. 0) 
ыг! 


жі-і = 


х -1 


ишарәлэмәсин! дахил еләк. › (8)-и 0,/їдүээ, (9)- 
а ћ-јо вураг вэ биринҹи нэтичэдэн икинҹини чыха 


1 2 Шит Кы | а 
011 8, 4:0, 


їг Цэн п: 
јахуд = 
(а°% ит). + Ф, = 0 (1 
тәнлијини флырыг, бурада 
2% РТ 
44 аж 
зу 7 == ба! 
2517 | юу” )а + 
Х1-1 
а° хн Ж. х 
141 х 
ва, 0\04. 
ны: к, =; 


х.|<х < х, олдугда х' = х, 51 Хү А «АХ 0 
дугда исә х = Х, + 58,1 көтүрсәк, онда бу дустуј 
бела јазмаг олар: 


9270 0 
Ма, 


~ 48 у 
х, + ма, + 
Ф Я ива 1)%4 


. 1 5 
һаа а ч 

4 25854553 | Ж {7 Т ЕЕ, а. 

ћ 5 8 (хүл 5) ? ( 4 ын) 


Беләликлә, (10) схеми ихтијари ге)ри-мүнтәзәм Ш 
бәкәдә һәм дә истәнилән һиссә-һиссә кәсилмәз Ё( 
вә /(х) функсијалары үчүн дәгиг олур. Әлбәттә, | 
схемин практикада истифадә олунмасы она көрә Ч 
тиндир ки, әмсаллар #(Х) вә /(х)-дән асылы инте 
ралларла ифадә олунур вә она көрә дә Онларын ћ 
сабланмасы учун квадратура дүстурларындан истифа, 
етмак лазымдыр. 

5. Дэгиглик тэртибинин артырылмасы. Әввәлі 
бэнддэн ајдындыр ки, тәгриби һәллин догиглијин! 
артырылмасы үчүн ја шәбәкәнин / аддымыны азад 
маг, ја да схемин дәгиглик тәртибини артырмаг лазви 
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1 


дыр. Лакин дэгиглик тэртиби артырылмыш схемләри 

анҹаг сабит эмсаллы тәнликләр үчүн гурмаг мэгсэлэ- 
_ ујғундур, чүнки дәјишән эмсаллы тәнликләр үчүн белә 
(схемләрин јазылмасы бөјүк техники чәтинликләрлә 
| әлагәдардыр вэ чох вахт чэтин алгоритмлэрэ кэтириб 
” чыхарыр. Биз артыг и!---/(х) тәнлији үчүн О (83) 
схеминә аид мисал көстәрдик. 

Инди 


и" — ди = — (х), 9 = сопѕі > 0 
тәнлијинә бахаг. Фәрг схемини мүнтәзәм шәбәкәдә 


јазаг: 
лу= Уг, —Чу=— ® (0). 


4 вә Ф-ни елә сечәк ки, схем О (#) апроксамасијасына 
малик олсун. Апрокримасија хэтасы 


у= дифеф=(ли—#')—(4—ди+-4—Ј= 
= Би —(@—да+#—/+0(%% 


олур. Бурада и” ди —/ = (ди — Р "= фи 
— 07 — ј' јазсаг 

.--(4-4- 4 ша»- 

А ДУ оу 


(нь) 009 


2 2 
арыг, демоли, 4-44-554.9-7--г 4747) ге 


бул етсэк, ф = О (А) олар. з үчүн дустурда 7” төрэмэ- 
ни онун /:, фәрг апроксимасијасы илә әвәз етсәк, 
эгиглик тәртиби сахланар, чүнки юр = № Қ, +00). 
й-ы азалтмаг јолу илә схемин дәгиглијинин арты- 
лмасы һәм дә сәмәрәлилик тәләби илә, јони һәл- 
н верилмиш дәгигликлә алынмасына сәрф олунан 
вахта гәнаәтлә мәһдудлашдырылыр. Она көрэ дэ 
ктикада тез-тез шәбәкәләр ардычыллығында еіни 
р схем үзрә елә һесаблама тәтбиг олунур ки, о һәл- 
кифајәт гәдәр һамарлығы шәртиндә һесаблама 
тыны әһәмијјәтли дәрәҹәдә артырмадан дәгиглији 
рмага имкан верир (Рунге үсу лу). 
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Фәрз едәк ки, истәнилән мүнтәзәм шәбәкәдә фәрг 
мәсәләсинин һәлли үчүн 
у= ш а (хи) Р“ 4-0(39), Б> >0 (1) 
асимптотик ајрылышы доғрудур, бурада а(х/) й-дан 
асылы дејил. Елә уг шәбәкә функсијасыны тапмаг тэ- 
ләб олунур ки, һәр һансы ол дүјүнләр чохл, ғунда 
у= ш+0 (№). (19) 
Ортаг дүјүнләрә малик, аддымлары Лү вә А, олан ики 
©, ВӘ За шәбәкәләринә бахаг: ортаг дүјүнләр чохлу- 
куну бу илә ишарә едәк. Тутаг ки, у" вә уіне, вэ бу, 
шәбәкәләриндә фәрг мәсәләсинин ћоллидир. Онларын 
у, = оу" + (1 — с) у№ хәтти комбинасијасыны гураг вә 
бурада (11) ајрылышыны јеринә јазаг: 
ў = ша (5) (++ (0—9) 9) 0и). 
а (х/)-нин әмсалыны сыфра бәрабәр етмәклә 
о = (№) (13) 
тапырыг; бу вахт Х Є ©, дүјүнләрингә (12) тәләби 
өдөнилир, ж 
Беләликлә, һәр һансы 9, дујунлор чохлуғунда шэ- 


бәкә һәллинин дәгиглијини артырмаг үчүн бу чохлуг 
үзрә кәсишән ®„ вә ®„ шәбәкәләриндә мәсәләни ики 


дәфә һәлл етмәк, о вә (1-4) әмсаллары илә онларын 
Хәтти комбинасијасыны гурмаг лазымдыр, бурада а 
(18)-а көрә те'јин олунур. 

_ Хүсуси һалда, №» = 1,2, №. = А көтүрмэк олар. Онда. 
ор = ©. Икинчи тәртиб дәгиглијә малик схем үчүн 
Ву =2, у= 4 вә а= — 18, 1—9 = 4/3 олур. 

а= уу — ш = (ху) РО) 
арылышынын алынмасы имканы 9, = 8 0х1) 1 +0(8) 
ујғунсузлуғун н арылышындан чыхыр ки, бу да 
Л = —ф, = = 0 

мәсәләсинин сағ тәрәфидир. 

Әввәлҹәдән башлангыч мәсәләнин һәлли һаггынд 
информасија варса, онда гејри-мүнтәзәм шэбэкэлэ 
дэн истифада олунмасы дүүүнлэр са)ыны артырма, 
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дэгигли|ин емпирик артырылмасы үчүн кениш имкан- 
лар ачыр. Тонлијин әмсалларынын вә саг тэрэфинин 
кучлу дојишдији областда шэбэкони сыхлашдырмаг 
тәбиидир. Эмсалларын кәсилмә сәрһәдинин |ахынлы- 
ғында шәбәкәни, адәтән, һәндәси силсилә үзрә јахын- 
лашдырырлар. Габагҹадан информасија алмаг үчүн 
әввәлҹә кобуд шәбәкәдә һесаблама апармаг вә бундан 
сонра хүсуси шәбәкәдә сонунҹу һесаблама апармаг 
олар. 


$ 5. Фәрг схемләринин гурулмасы үсуллары 


Эввэлкилэрдэн мэ’лумдур ки, конкрет диферен- 
сиал тәнлик үчүн фәрг схемләри шэбэкэ функсијалары 
фәзасында башлангыч мәсәләнин әсас хассәләрини (өз- 
өзүнэ гошмалыг, ишарә мүәјјәнлији вә с.) дүзкүн әкс 
етдирмәлидир. Јухарыда бахдығымыз сәрһәд мәсәләси 
үчүн тәләб фәрг рператорунун өз-өзүнә гошмалыг 
шәртинә еквивалент олан консервативлик хассәси олду. 
Верилмиш кејфијјәтләрә малик фәрг схемләринин 
алынмасы әсас мәсәләдир. Һазырда белә схемләрин 
гурулмасы үчүн бир сыра үсуллар вардыр ки, бу па- 
раграфда онларын һаггында данышылыр. 

1. Интеграл-интерполјасија үсулу. Адәтән, дифе- 

° ренсиал тәнлик һәр һансы физики сахланма ганунуну 
ифадә едир. Бу гануну шәбәкә интервалы үчүн (ојуғу 
үчүн) интеграл шәклиндә јазмаг олар (баланс тәнлији). 

__ Диференсиал тәнлик баланс тәнлијиндән бу тәнлијә 

| дахил олан кәсилмәз төрэмэлэрин варлығы шәртиндә 
| шэбэкэнин аддымыны сыфра јахынлашдырмагла алы- 
ныр. Шәбәкәдә баланс тәнлијинә дахил олан төрәмә- 
ләри вә интеграллары тәгриби ифадәләрлә әвәз етмәк 
лазым кәлир. Нәтиҹәдә бирҹинс схем алыныр. Белә 
үсул интеграл-интерполјасија үсулу, јахуд баланс 
үсулу адланыр. Бу үсулу 

(6и) —аи = — у(х), 0<х<1, 

х= 0 үчүн (#4) — ои = — р и (1) = р (1) 

мәсәләси үзәриндә көстәрәк. 0 <х<1 парчасында 

истилик балансы тәнлијини јазаг: 
хыр? хы 


по № | /(х)ах== | а(х) и (х) ах, 


хї-12 31-12 


сарт 9 


| ® = Ки', (2) 
12 зак. 563 177 


бурада (— 1 (х))—истилик сели, 4(х)и(х)--истилик 
ахынларынын (9 «10 олдугда истилик мәнбәләринин) 
температура мүтәнасиб кучу, /(х)--харичи истилик 
мәнбәләринин (ахынларынын) пајланма сыхлығыдыр. 
Бу. тәнлијин сол тәрәфиндә [Х, үр, ца] парчасында 
истилик селинин вэ харичи мэнбэлэрин һесабына га- 
лан истилик мигдары, саг торофиндо исэ јан сотћ узэ- 
риндәки истилик мубадилэси һесабына хариҹи мүһитә 
верилән истилик мигдары |азылмышдыр. 

(2)-дән үчнөгтәли фәрг тәнлији алмаг үчүн (2) тән- 
лијиндоки 90, үр, @,ү„-ни вә интеграллары интеграл- 
алты функсијанын шәбәкәнин дүјүнләриндәки (Хх, |, 
ж, Хал) гијмотлоринин хотти комбинасијасы илә әвәз 
едәк, мәсәлән, 


Ч Хїн Я жі? 
те а(ди(хуахжа,ш, а, 2 Ї 4 (х) ах. 


ћ 
31-12 мү | 


и! = | бәрабәрлијини х-ә көрә Х, |-дән х,-|9 гәдәр | 
интегралла]аг; 


хр -1 


Нәтичәдә (2)-дон ашағыдакы схеми алырыг: 


1 Уучлал Уто У 
я | ї+1 - Ћ & П і-а»- Ф. 
1 Жи? 
= Ї /(х)ах. 
жі? 


Чыхарылыш заманы биз анчаг ону фәрз етдик ки, 3 
Хх, ,ш<Х< Хидра; ОЛДУугда и = сопві, Х 1 < Хо, 0Л- 
дугда исә тй == соп5!. 
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Бурада а„ 4,, Ф, үчүн јазылмыш ифадәләрин эвэ- 
зинә әввәлки параграфларда едилли]и кими даһа сала 
дустурлар көтүрмәк тәбиидир. х--0 "оллугда үчүнчү 
нов сәрһәд шәрти үчүн фәрг апроксимасијасыны јазаг. 
Бунун учун 0< х < ху = 1/2 олдугда 


Жі? ЕЛІ 


©„—®у— | диах-- (дах 
0 
баланс тәнли|индән истифало едок. Бурада 


Бы Жы 
215 0005р ҸӘ = (ЁШ), = ари — 


хи 12 


ы 1 1 
\ дих — Фиш -й, | Г) ах 5 № 


јазмагла вә һәр Јердә И-ну у-лә әвәз етмәклә 
ау; — 9 у + 1 — 190/2 = — ВУ]? 
зарћод шәртини алырыг ки, буну да 


бул = 950—0 бурада а == + 44/2, 


ы = 1 (3) 


шэклинто Јазмаг олар. (1) тәнлијинин и = и (х) һәлли 
үзәриндә 
н 


улс йй — 50 + 


уіғунсузлуғуну ги|мәтләндирәк. Бурада а, =, „+ 
4-0(12)--8,4-1/ 4 а--0(12), из = иу + ћи Ри" 2 (78), 
пе (ш — и) | = + Ашу? + О (1?) јазараг: 


у = (ш), ++ (6 — ашо в + 0 (8) 


= 16и), ашо ы 9 0106077 — и ДЫ 


+0 (12) = 0(#) 
125 179 


алырыг, |ә”ни үчүнчү нев (3) фэрг сәрһәд шәрти х=0- 
да Ви/ =вүш—( шәртини, икинчи тәртиб э==О(/?)у 
хэтасы илә апроксимасија едир. Практикада истифадә 
олунмасы үчүн (3) сарћол шәртини 

2 20 ыы өе и 

Уо = У — Ён в ы сл 
шәклиндә јазмаг лазымдыр. 

Схемин дәгиглијини артырмаг үчүн интегралларын 
һесабланмасын та даһа јүксәк тәртибли интерполјасија- 
дан истифадә етмәк лазымлыр. 

9. Квадратик функсионалын апроксимасија сы 
үсулу. 
ш-(ішу-аь--/(х),0<х<1,и (0) =0, шШ1)-0 


сәрһәд мәсәләс! 
Т 


Да = | (8 (4924-042) ах —2 а 
Џ 


квадратик функсионалынын минималлашдырычы еле- 
ментинин ахтарылмасы мәсәләсинә ёквивалентлир. 
0<х<1 парчасында о, = (Х, =, АА 
шәбәкәсини дахил едәк вә функсионалы апроксима- 
сија едэк. Бунун учун эввэлчэ ону шәбәкәнин интер- 
валлары үзрэ интегралларын чәми шәклиндә көстәрәк 
м м 
/ш- У Ји), л = Ї (8(424-0:2--2/000х, 
1 


хі-І 


бунлан сонра Л-ни апроксимасија едәк, мәсәлән: 
х 


| (ш)? ахаа, ( их. р ћ, 
хі-1 
х 
| 02—270 ах ж - [и — 270), + (9—9, 


жі-і 
бурада а,—һәр һансы әмсалдыр, мәсәлән, 


1 ( 
а= т Ї Е (х) ах. 
жі-1 
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Р 


Нәтиҹәдә © чу 
= 
/ь [у] = Уһ, (узе) + Уу (%уф—2/,у„)Ё 
к-1 к=1 
функсионалыны алырыг, бурада у,-у(0. і-0,/М 


олдугда сыфра борабор олан ихтијари шәбәкә функ- 
сијасыдыр. 


М 
Ау= Ф јахуд Уа,у,-%, А-4А%>0 


Үрей 


тәнлијинин 5 Э; 
14 [У] = (Ау, у) —2(9, у) = У ауу, 2 У Фу, 


Р ђје1 ігі 


функсионалыны минималлашдыран һәлли вардыр, Тө- 
рәмәни сыфра бэрабэр етмәклә буну |әгин етмәк олар. 


к 2 

2217) М (ЕЛ 
шилж =, =0 -2-»0, 
5 2У а ЈУ) 9,0 дур, 0 


је1 
чүнки А мүсбәт олдуғундан (А> 0) бүтүн і--1,2,..,М 
учун а, > 0. 


02 1, 2а, 2а 9 
ие. 
төрәмәләрини ћесаблајараг |э’гин едирик ки, квадратик 
функсионалы минималлашдыран у= у (х) ЕЯ, еле- 

менти 
(ву а — = —Ль {= 1, 2,... 6—1, уулс у =0 
мәсәләсинин ћоллидир. 

3. Интеграл ејнилијин апроксимасијасы усулу 
(чэмлэ)ичи е)ниликлэр үсулу). Тутаг ки, 
(60) —ди + Л(х) -0,0<х<1, и(0) = и (1)=0. (4) 
(4) тэнли]ини х = 0, х = 1 негтолориндо сыфра бора- 
бәр олан, ихтијари диференсиалланан '(х) функсија- 
сына вурараг во Х-э көрә 0-дан 1-э гэдэр интеграл- 
лајараг 


1 
и, 9) = | (ви/а! + дио — јојах = 0 
0 
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ејнилијини алырыг. Интегралы вә и’, 2” төрәмәләрини 
9-ҹи бәндә аналожи олараг әвәз едғрәк 


х х-1 

Ћђу, 9] = У а,Уд:бтай + Уу» -Л)ай-0 
і=1 1-1 

ҹәмләјиҹи ејнилијини јазаг. Сонра, мәсәлән, 0 бо 

05 М гәбул едәрәк вә і<і, учун 9; = 0, >! 

үчүн исә “ы” — ЦА, бр, = 1/й олдуғуну нәзәрә 

алараг і = 6 олдугда 


І І Өр 
(ааа ту Уд Сеа: 


алырыг” јә’ни (аус), — У = — |. 

4. Ритс вә Бубнов —Галјоркин үсуллары (вариа- 
сир-фэрг үсуллары) 

Пи = (Ап, и) —2 (и, Р 
функсионалынын минимуму һаггында мәсәлә 
Аи=] ` 

тәнлијинин һәлли мәсәләсинә еквивалентдир, бурада 
А—(х, у) скалјар һасилли Н Һилберт фәзасында өз" 
өзүнә гошма вә мүсбэт мүәјјән хәтти оператордур. 
Базиси гә), і-1,9,.,,п олан Ма сонлу өлчүлү фә- 
залар ардычыллығы дахил едилир. 

Ритс үсулу ондан ибарәтдир ки, Пи] функсиона- 
лыны Ма-дә минималлашлыран из У; елементи ах» 
тарылыр. Ил тэгриби һәлли 


л 
ш- Ў, У, 


іі 
чәми шәклиндә ахтарылыр, бурада Уу... Ул--на” 
лум әмсаллардыр. Һесабламалар 
л п 
Ца = Ў 702—2 Ў» 
ь а ісі 


а= ар = (Ар $), 8, = (/, е) верир; 


Пи, = Ф(уь Уг => у,) —п сајда у, әмсаллары! 
асылы функсијадыр. 01 | ид|/ дуг терэмэлэрини сыф 
бәрабәр едәрәк ун, Уг, ---› Уп-ләри тә'}ин етмәк үчү! 
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са|да тэнликдэн ибарэт систем алырыг: 


2 
У адуј-ћед ї=1,%..,п. 
ігі 


Ритс методулу (4) мәсәләсі үзәринлә верәк. ф(х) 

функси]алары олараг ашағыдакы функси]аны кетурэк: 

хх, 0, 5<—15>, 

«(бо =л(®—") = под, пф) = 1+5 —1<з<0, 
Ч 1-5, 05 <1. 


а, учун дустурла АФ, = — (61), -- 99; јазсаг 


1 
= (үшү Р 
п = (Аз, %,) = 12:35 +4, рх, 
0 


»! 
‚= | о) тх) ах (6) 


д 


8 


аларыг. Һесабламалар 
їй =0,х<х Е оларса 
ах 3 1-Г ін » 
Фу (/й, х, 1 <Х<х, оларса, 
ІШ» х,<х<<х,,, Оларса 


1+1 
верир. Бурадан вә (6)-дан керунур ки, 7) матриси 
үчдиагоналлыдыр, чүнки анчаг елә а,-ләр сыфырдан 
фәрглидир ки, оялар үчүн /= 1—1, і, #+1 олур. 
Она көрэ дә у; үчүн 
ЧУ буд У, 9, ца У — В = 0 

системини алырыг. 

а = а, = № ЊВ (ара аза) 

ЕЙ, 
ишарәләмәләрини дахил етсәк вә а); = 4,1 ОЛДУ- 
ғуну нэзэрэ алсаг, 

у; 1 — (94а + 124, у, Фил унца Е, = 0, 
јахуд 


(ау), -4У--%-0 (7) 
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схемини алырыг, бурада 


о о 
а = | в(х,4- 58) 48-12 | 9(х,- 51) 5 (1 + 5) 45, 
= 


1 


0 1 
Ч, -| 4(х,+з®) 1+5) аз + | 4(х‹ +5 һу(1—з)йз, 
0 


= 
0 1. 
+ = |х, 5) + 45 + | 7 (ж 4-50) (1-3) 8. 
4 


Бу, икинчи тәртиб апроксимасија схемидир. 

Бубнов—Галјоркин усулунда да ил һәлли (5) шэк- 
линдэ ахтарылыр, лакин у, эмсаллары Аи, —ј Ујғун- 
сузлуғунун Ф, (х)убазис функсијаларына ортогоналлығы 
шәртиндән тапылыр: 

(Аи, = Л, %) = 0, = 1,0,2... 6 (8) 
бу вахт А операторунун өз-өзүнә гошма олмасы Тә- 
лоб олунмур. (4) мәсәләси үчүн Јенидән һәмин базис 
функсијаларыны сечирик. (5)-и (8)-дә Јеринә јазыб 
у, учун тәнликләр системини алырыг. с, вә 8 -лари 
ћесаблајараг Ритс үсулу илә алдығымыз һәмин (7) 


схеминә кэлирик. $, (х) = "( К шшш; ) координат функ- 


Сијаларынын көстәрилән кими сечилмәси заманы Ритс 
вә Бубнов — Галјоркин үсуллары сонлу елементләр 
үсулу илә үст-үстә дүшүр. 


У фосил 


АДИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭР ҮЧҮН 
КОШИ МЭСЭЛЭСИ 


Бу фәсилдә башланғыч вериләнләрә малик биртәр- 
тибли ади диференсиал тәнликләрин (үмумијјәтлә 
десәк, гејри-хәтти) һәлли үчүн (Коши мәсәләси) Фәрг 
схемләрини нәзәрдән кечирәҹәјик. Бу, әдәди үсулла- 
рын классик тәтбиг саһәсидир. Чохлу фәрг усулларвг 
вардыр ки, онларын да бир һиссәси машынлара годор- 
ки дөврдө мејдана кәлмишдир вэ муасир ЕҺМ-ләр 
учун дә јарајыр. Биз” практикада кениш истифадә олу- 
нан вэ стандарт програмлары олан осас форг схемлэ- 
ринин гыса шәрһи илә кифајәтләнәҹәјик. 


$ 1. Рунге--Кутта үсүллары 


1. Биртәргибли тәнлик үчүн Коши мәсәләси. Ту- 
таг ки, 0<#< Т парчасында кәсилмәз олан, 71 > 0 
олдугда диференсиал тәнлији вә і? = 0 олдугда баш- 
ланғыч шәрти өдәјән и = и({) функсијасыны тапмаг 
тәләб олунур: 


(0) оТ, ш(0)--ш (1) 


бурада /(/, и) —верилмиш ики аргументли кәсилмәз 
функсијадмр. / (4, и) функсијасы 2 0<:<7, 
Іш--ш | < (} дүзбучаглысында та'јин олунмушдурса 
вэ 1) областында и дојишанино көрә Липшис шортини 
өдәјирсә, јә’ни бүтүн (7, ша), (2, ш) ЄР үчүн 


176, ил) — (Е, из) | < Кш и | (2) 


оларса (К = сопзі > 0), онда (1) мәсәләсинин јеканә 
һәлли вар, Бу тәклифи исбат етмәк Үчүн (1) тәнлијини 
0-дан /-јә кими интеграллајырлар: 


1 
а() = 2! 7(5, и (5)) йз, (8) 
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алынмыш интеграл танлији исә ардычыл јахынлашма- 
лар үсулу (Пикар үсулу) илә һәлл едирләр. 


: 
шүд (0 = № + | /(5› и» (5) 45 @ 


бурада п—|ахынлашманын (итерасијанын) нөмрәсидир. 
Пикар үсулу јығылыр вэ (3) тәнлијинин јахуд ( 
Коши мәсәләсинин јеканә һәллини тә”јин едир. 

Бу үсул о вахт тәгриби һәлли тапмаға имкан верир 
ки, (4)-дәки интеграл һәр һансы бир квадратура дүс- 
туру илә әвәз едилмиш олсун. Лакин алынмыш алго- 
ритм үчүн һесабламаларын һәҹми бөјүкдүр, чүнки һәр 
бир итерасија үчүн (Е гејд олундугда) интегралы ће- 


сабламаг зоруридир. 
Бо'зон (1) мәсәләсинин тэгриби ћолли үчүн Коши 


мәсәләсинин һәллинин Тејлор сырасына ајрылмасы 
идејасына әсасланан аналитик үсулдан истифадә олу- 
нур. шп (№) тәгриби һәллини 
п 
я к 
„0 У 2-4 -аы 0<:<7. (8 
Кі 


ид (оу == 5240) = 700, ш) 


шэклиндэ ахтарырыг, их (0) (# > 2) төрәмәләрини исә 
(1) танлијини ардычыл диференсиалламагла ,тапырлар: 


шд (ду = и' (0) = 4 70540251 
= /,(0, ш) + / (0, шу, (0, ш), 
” А 
шо (0) = и" (0) = ча | = 


= у, (0, ш) + 27 (0, 0) 700. ш) + 7,40, ш) и" (0)... 


07 100 БИ 
јер ЈГ аи Мы ® | 


Кичик #-лар учун (5) сыралар усулу чох да беј 
олмајан п-лор үчүн Дәгиг һәллә |ахшы јахынлаш 
верә биләр. Бурада һесабламаларын һәҹми анҹаг 6 
дэгиглијиндән (| 0 (0) — ил (0 | < 9) вә п= п (=)-дан 
дејил, һәм дә / (Ё, и) функсяјасындан да асылыдыр, 
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чүнки 409 (7) төрәмәләринин тапылмасы чох чәтин ола 
биләр. 


Кәләчәкдә фәрз едәҹәјик ки, /(г, и) функсијасы 
кифајәт гәдәр һамардыр, ]э’ни шәрһин кедиши заманы 
тәләб олунан гәдәр төрәмәјә (#-јо вә и-ја көрә) ма- 
ликдир. 


(1) мәсәләси үчүн фәрг схемләринин шорћинз кеч- 
мәздән әввәл, (1) мәсәләси Һәллинин дајаныглығы 


мәсәләси үзэриндэ дајанаг. Башлангыч шәрти дәјиш- 
дикдә (1) мәсәләсинин Һәлли неҹә дәјишир?. Фәрз 
едәк ки, и (#) башланғыч шәрти и (0) = из олан (1) 
мәсәләсинин һәллидир. 2 (2) = (2) — и (1) хәтасы үчүн 

ео сар је (буна о ле (6) 
тәнлијини алырыг, бурд а 


(0) = (0, 0) – (2 ш) 2 (0, и 62), 0201, 


1 
2(4) - 2 (0) ехр Џоа | 

0 
Ф нксијасы (6)-нын Һәллидир. Бүтүн 1, и үчүн 7, <0 
Оларса, онда бүтүн # = |0, Т| үчүн 
112(4)1 < 1200) 1, јахуд | и()—и(ђ | < |, — |, 
Э’ни (1) мәсәләсинин һәлли башлангыч вериләнләрә 
нәзәрән дајаныглыдыр (башлангыч вериләнләрә көрә 
Хота бејумур). (1) мәсәләси һәм дә сағ тәрәфә нәзә- 
рән дајаныглыдыр: /,<0 оларса, 


000) (0) | < | 2, —ш | 4-7, 0<:<7, 
бурада и (1), сағ тәрәфи 
Ј= 70, ш) 4а, 13/| <=, == соп# 0 


лан (1) мәсәләсинин һәллидир. 

(6) мәсәләсин ін Һәлли # оо шәртиндә өзүнү 
ео, О < ЕТ, =(0) ==, 

әти тәнлијинин һәллинә аналожи апарыр ки, бу тән- 

Је дә дајаныглығы өјрәнәркән модел тәнлик кими 

\Хмаг олар. 
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2. Ејлер фәрг схеми. 0<7< Т интеграллама пар- 
часында о; = (6, = пт, п = 0, 1,...) шәбәкәсини дахил 
едәк. Шәбәкә функсијасыны Уһ = у (ё,) илә ишарә 
едәҹәјик. (1) тәнлијинин һәлли үчүн ән садә әдәди 
үсул Ејлер фәрг схемидир 


ден Эа Су уд), п-0,1,...%-шы (7) 


[Чч 


а-дан башлајараг 
=0,1,..., у= Ио 


у, = у (6,)-нин гијмәтләри у, = 
Ума У» 70 Уа) 


ашкар дустуру илэ ардычыл тапылыр. ц = и (1)-нин 
әвәзинә у, = у (гр) шәбәкә функсијасыны —(1) мәсәлә- 
синин тәгриби һәллини тапырыг. 


л) 
шәбәкә функс асы фәрг схеминин хәтасыдыр. 2, 
үчүн тәнлик јазаг. Бунун үчүн (7)-дә у, =, + Из 
гојаг вә нәзәрә алаг ки, 
Уа У» = (ган — а) + (Илу — Мн), 
Р у) 0 па) На, па 8) — Ја ин] = 


= ј (би Ша) Е бы?» 


бурада 
аа == ји (би, ша вел), 0861. 


Нэтичэдэ 2, үчүн 


21-1 21 


Л 0062 Фа 10,1, %=0 (8) 


мәсәләсини алырыг, бурада %,, (7) схеминин (1) м 

саласинин и =-и(Е) Һәлли үзәриндә у/ғунсузлуғу вэ 
хатасыдыр 

и, Ё 

леа: ( 


т-»0 шәртиндә %,-и гијмәтләндирәк. Бунун үч 
(9)-да 


: "аы Г 
наа йе А эг, 


јазаг. (1)-ә ујғун олараг п, = Т (ву, Шу) олдуғуну 
зәрә алмагла Ф, =0О (=); јахуд [уе = тах |$. [= 
051.7 
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алырыг. Бу о демәкдир ки, Ејлер схеми биринчи тар- 
тиб апроксимасијаја маликдир. 

Көстәрәк ки, Ејлер схеми |ығылыр. Јони <—0 
шэртиндэ |2, ||- = | у, — и] 0. олур вә биринҹи 
тәртиб дәгиглијә маликдир, |э’ни 

|= с = шах |2, | = 0 (=). 
от 


Исбат заманы 
-К«/7,(4,и)«0, «<2/К (10) 
олдуғуну фәрз едэчэ|ик. (8)-дән 
а = (1 + за) 2, т), 
[а | < 1 <, | 5 8510, 15, «|, | 
тапырыг, чунки (10)-а керз | 1- а, | < 1. Бурадан 
п л 
р 
[2.11 1 о] а 510:1-| Уз, (11) 
5-0 5-0 
јони | 2 [= О (5). 

(10) шарти едонилмозса, лакин | /,| < К оларса, 
онда (11)-ин әвәзинә ЕС Ке + 19 [с алырыг вэ 
{2 с-О(5) тәклифи өз күчүндэ галыр. 

8, Дэгиглик тэртибинин артырылмасы. Ејлер усулу 
олдугча садодир, лакин ашавы дэгиглик верир. Эдэди 
һәллин т-ја көрә дәгиглик тәртибини алгоритми мүрэк- 
кәбләшдирмәдән артырмаг олар. Дәгиглијин артырыл- 
масы үчүн Рунге усулунун идејасы ашағыдакындан 
ибарәтдир. Фәрз едәк ки, и = и (і) һәлли кифајәт гә- 
дәр һамардыр вә 2,= у, — и, хәтасынын т-нун гүввэт- 
ләринә көрә ашағыдакы ајырылышы доғрудур: 

узи а (5 + 6 (4) 92... (19) 
бурада а (2) вә 8 (1), седан асылы олмајан функсија- 
лардыр. 

Аддымлары т, вә т, олан, ортаг дүјүнләрә малик 
(мәсәлән, т, = т, т, = 7/2) ики шәбәкә сечәк, һәр бир 
шэбэкэдэ (7) мәсәләсини һәлл едәк вэ уун олараг 
У“ (га) вә у? (8,)-ни тапаг, Һәр ики шәбәкә үчүн 
ортаг олан 1,,--і, --і, дүјүнүнү көтүрәк вә (12)-ни 
й— п* үчүн јазаг: 

оо) = (ан) а (64) +0 (4) 
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У9(4,д)-4(4 4) = (5) + 0 (5). 
а параметри илә хәтти комбинасија гураг: 
У (5) = у (5) +а — у“ (ге) = 
=и (ї„.) + [°з + (1—в)+, «(һ.)+О(ч-Е+). 


а-ны от, + (1—)т,=0 шәртиндән сечэрэг, јо'ни 
(= — т) гәбул едәрә« 


«= 


701.) = и()+0 (6), == тах (5, 5) 


алырыг. у шабэкэ Функсијасы и--и(і) һәллинә <-|а 
нәзәрән икинчи тәртиб дәгигликлә јахынлашыр. Белә- 
ликлә, аддымлары =; вә =, олан шәбәкәләрдә ики һе- 
саблама апармагла лер үсулунун дәгиглијини артыр- 
дыг. Бу просед раны (12)-ни нәзәрә алараг давам ет- 
димәк олар. Һесабламалары (7) схеми үзрә аддым- 
лары ті, т>. та Олан үч шэбэкэдэ апарараг, (1) мәсә- 
ләсинин һәллини бу уч схем үчүн ортаг олан дүјүнләрдә 
үчүнчү тәртиб дәгигликлә тәјин едирик. 

4. Рунге —Кутга схемләри. Дэгиглик тәртибини фәрг 
схемини мүрәккәбләшдирмәк јолу илә дә артырмаг 
олар. Практакада икинчи вә үчүнчү тәртиб дәгиглијә 
малик Рунге — Кутта схемләри олдугча кениш јајыл- 
мышдыр. 

Икинҹи тәртиб дәгиглијә малик Рунге — Кутта схеми 
үзрә һесабламалар ики мәрһәләдә апарылыр. Биринҹи 
мәрһәләдә ул аралыг гијмәти зт аддымлы Ејлер схеми 
үзрә тапылыр: 


У, = УЕ Ді, Уа) 
икинҹи мәрһәләдә у,., ГИ]мэтт 
жату 3) (6 а) 7 (1, ат, за) 
дүстуру илә тапылыр, бурада => 0, с > 0--параметр- 
лэрлир, у,-и јох едәрәк у,,, үчүн 


Јен Ја а (р јул 


ау (ву 4-а, уз 1-7 (в, Ул)) (18) 
схемини алырыг. Схемин дэгиглик тертиби а, т пара- 
метрлариндан асылылыр. 
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(13) схеминин ујғунсузлуғуну вэ ја хатасыны тапаг. 
Бунун үчүн 2-ҹи бәндә аналожи олараг (Ул —У„)/т-ну 


сағ тәрәфә кечирәк вә Уп» Улф Ин әвәзинә ујғун олараг 
и, Ил јазаг. Нәтиҹәдә ујғунсузлуг үчүн 
%= (1) (4и) (1, о, ау ни, 

— (ин, (13) 


алырыг. Тејлор дүстуру үзрә ајрылышдан истифадә 
едәрәк 


фа (98—100) и, + 0 (25) 


алырыг. Бурадан керунур ки, (13) схеми 
за = 1/9 (14) 

шәрти өдәнилдикдә икинчи тәртиб апроксимасијаја 
маликдир: Ф,= О (=). Беләликлә, икинчи тәртиб апрок- 
симасијаја малик бирпараметрли (13), (14) схемләр 
аиләси вардыр. Хүсуси һаллара бахаг. 

1) 4-1, а= 1/9: 
Ул = Ул 8 Уа У, „ү, @® ТОБ 

т /%®», ~ и (+ =, у (15) 


Бу, мә?лум предиктор-корректор схемидир, 
Ону башга чур јазмаг олар: 


ИР 7 00), Уи, 


_ Їхуд уун Јох етдикдән сонра 


Оны), уз + О, эо) | 08) 
2) 2=1/2, «=1: 
Ува Ул 


У (во) (нь, (9 
(16) 


Бу схеми дэ предиктор-корректор схеми кими шәрһ 


(етмәк олар: әввәлҹә т аддымлы Ејлер схеми (предик- 
тор): 


у=, ВУ (Еру 
нра исэ |арымчэмлэ схем (корректор): 
(н ул) = М2 (5 у,) (бал ДІН РЯ 


Предиктор-корректор үсулунун идејасындан ријази 
физиканын хусуси төрәмәли тэнликлэри үчүн фәрг 
схемләри јазаркән тез-тез истифадә олунур. 

4-чү тәртиб дәгиглијә малик Рунге — Кутта схеми 


үчүн дүстурлар верәк: 

Уз — 1 с р 

а?а 8 (у) 26, (ул) + 24 бул) + (04. 
п = 0, 1, ..., уо = ць (17) 
бурада А, №, Ёа, Ёг-- 

в = (Ён, ә). № = Л. +12, Ун + 2) 
ву= (+2, уп в), і-/(і--% УЕ) (18) 
дустурлары илэ Ћесабланан тосћићлордир. Верилмиш 
у„-э көрә у„-И Тәјин етмәк үчүн сағ тэрэфи дерд 
дэфэ Песабламаг лазымдыр. 
Бу схем үзр) һесабламанын нечә апарылдығыны 

изаһ едәк: п = гијмәтин о Уо = Ио ОЛДУРУ мә’лум- 
дур. А, №, №, бсү ардыҹыл һесабламаг вә 


э = уол +4 (09) 1 26, 04-28, (ун) + (5%) 


тапмаг олар, бундан сонра һесабламалар и = 12-3 
үчүн тәкрарланыр. Уг) нсузлуг учун 


Ф. = - 8, (и) -Е 26, (и„) + 2% (ил) 4-8, (ш) — 


= шиг: (19) 
алырыг, бурада №, (ил) (#=1, 2, 3, 4)-лэр У,-нин эвэ- 
зинэ ил көтүрмәклә (18) дүстурлары илә һесабланыр: 
шаа» ба (Ши), 8, (и), (и)-лэрин ё = і,-нИн әтрафында 
ајрылышыны јазмагла јәгин едирик ки, Фа = О (5), 
јони и = и ({) дөрдүнчү тәртиб кәсилмәз төрәмәләрә 
маликдирсә, (7), (18) схеми дөрдүнчү тәртиб апрокси- 
масијаја маликдир. 4 

Бүтүн Рунге —Кутта үсуллары ашкар (Хау тә” | 
јин етмәк үчүн һесабламалары ашкар дүстурларла 
апармаг лазым мр) вә бир аддымлыдыр (У,у ТӘ јин 
етмәк үчүн шәбәкәдә /,-дән 1,419 бир аддым етмәҝ̆ 
лазымлы). 
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5. Фэрг схемларинин лајаныглығы. 1-чи бәнддә 
(1) диференсиал тәнлијинин мүһүм хассәсинә-- даја- 
ныглыға (башлангыч верилэнлэрэ көрә вә сағ тәрәфә 
көрә) бахдыг. (1) гејри-хәтти тәнлијинин башланғыч 
вериләнләрә көрә дајаныглығыны ө|рэнмэк үчүн 


р 100 0, А. = соп > 0; 6250, о) = ш (20) 


модел тэнли]ино бахачағыг, Онун и (й) = 09677 һәлли 
А> 0 олдугда азалыр вә А> 0 олдугда бүтүн 1230 
учун 

14(9 | < |], (91) 


је'ни (20) тәнлији 22>0 олдугда дајаныглыдыр ки, бу 
да /,« 0 шәртинә ујғун лур. 

Белә бир тәләб тәбиидир: модел тәнликләри апрок- 
симасија едән фәрг схемләри үчүн (21) бәрабәрсизли- 
_ јинин аналогу өдәнилұәлидир: 

Гу 1< уо, ље1,2,.. (22) 


| Ашағыла көрәҹәјик ки, бу һеч дә һәмишә едонил- 
_ мир. Мисаллара бахаг: 


| 1) Ашкар Ејлер схеми; 
Ула 7, 7 - 
а Ау, =0, Увы = (1—2) уз. (28) 
Бурадан көрүнүр ки, | 1—х «1, Јаху, 


”<29 (24) 
олдугда 


РАТА (25) 
Шорти өдснилир, Мәсәлән, әҝәр “> 3 оларса, 


Д-1<1-%<1, 


онда 
1 ТЫС у | а ту у. 
Тул | 2> 2" | у; | оо, ш со, 
схем дајаныгсыздыр, (25) шорти өдәнилмир. Беләликлә, 
(23, [гр схеми т<2/), 1»0 олдугга шәрти даја- 
глыдыр 
2) Гејри-ашкар Ејлер схеми; 

Ул+1— 2, 

т 


1 
Ра 0; Ул == Е" — (06) 


1/(1-- тд) < 1 олдугундан схем 


хт 1< Ту], леб, 1,2,..(27) 
зак, 563 193 


3) Чокили схем: 


У == 
ан Эв лоу, (1—9) у,)=0, Унаггдуу (28) 


т 


1-(1- 9 


АБЭ Е = 


олдугда схем дајаныглыдыр. Бурадан көрүрүк ки, 
—1 —оте1— (1 — о) <1-- о, Јахуд 1---(а-1/2%>0 
олдугда, |41-< 1, чүнки 14- от > 74/2220. Беләликлә, 
чэкили схем а> 1/2 олдугда шэртсиз дајаныг- 
лы (истәнилән т учун), а < 1/2 олдугда исә шэр- 
ти дајаныглыдыр (<< 10012 —9)%) оларса). 

4) Икитәртибли Рунге-Кутта схеми. (13) 
дүстурунда / = — Ху гојараг 

1 


ЕСТ 4 атады 20 


| 


5 17:33 
алырыг. |4|- эсэгэ олдугда схем даја | 


ныглыдыр ки, бу да * < 2 олдугда едэнилир. Ики 
тәртибли Рунге —Кутта схеминин дајаныглыг шәрти 
Ејлер схеминдә олдуғу кимидир. 1 
5. Дөрдтэртибли Рунге-Кутта схеми. 

(17), (18)-да ј = — ћу јазараг, 
Упа — 9Ув 


2 ма (80) 


22034 


2-1--“- 5 5242 


24 


алырыг. |41<1 бәрабәрсизлији 42,78 олдугда 
өдәнилир, јә’ни дөрдтәртибли схемин дајаныглыг шә 
ти икитәртибли схемин (24) дајаныглыг шэртинд: 
бир гәдәр зәифдир. . 

Бу мисаллар көстәрир ки, ашкар бираддымлы схе 
ләр шәрти дајаныглыдыр, гејри-ашкар схемләр ичари= 
синдә исә шәртсиз (мүтләг) дајаныглы оланы вар ( 
сәлән, <> 1/92 олдугда (28) схеми). 12» 0 бејукдурса 
онда т аддымыны (24)-ә көрә к! фајәт гәдәр кичик 
көтүрмэк лазымдыр. 

6. Јығылма вә дәгиглик һаггында. 


45 ш) #> 0, и(0) = и (8: 
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гејри-бирчинс тәнлији үчүн Рунге--Кутта схеми 
ума = дуг Фе 4- 4 (9) (82) 


шәклиндәдир, бурада 9 вэ Фи-нин ифадэлэри схемин 
тәртибиндән асылыдыр, мэсэлэн, икитартибли схем 
үчүн 


д-1-9- ди, 


„= п— об) еј би ји), = 
га = Уһ — Ил хэтасы үчүн 


“сі + (А), 


јахуд 
“һы = 92, + фи, т==0, ли: 2,-- 0 


алырыг, бурада %,--у|ғунсузлугдур вэ 
Ф, ва — (иза 48) № = 009. 
(24) дајаныглыг шэртинэ көрә | 4 | < 1 вэ 


п 
1811221191 251%) (27 
к--0 
Бурадан чыхыр ки, (32) схеми |ығылыр вә икинчи 
тәртиб, дэгигли]э маликдир (О (<?) сур’эти илә јығылыр, 
јахуд икинчи тэртиблэ |ығылыр): 


1216-0149. 


Беләликлә, әкәр схем дајаныглылырса вә (1) тэнли- 
ини апроксимасија едирсә, онда о јығылыр. Модел 
мәсәлә үчүн исбат олунмуш бу һөкм үмуми мэ’на 
кэсб едир вэ икитәртибли схемләрин һәр бири учун 
дотрудур. 

Аналожи олараг (13) Рунге—Кутта схеминин Л<0 
шәрти дахилиндә О (<?) сүр әтилә |ығылмасы исбат 
_ олунур. Бу һалда 2,= у, — и, үчүн 02 = 1/2 олдугда 


2111 2 1 
өйт (1-а), Бе (80 


+ 
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мэсэлэсини алырыг, бурада 8. = Ум (л. и, даба) 
пој р. 04-02) (06861 #=1,2), ба 
исә (13') дүстуруна көрә тәјин олунур. (34)-ү 

га = дава х Фа 1 (1491802) 
шәклиндә јазаг: | да | < 1, јахуд —1< да < 1 дајаныг- 
лыг шәрти 0 вахт өдәниләчәк ки, 2— т | В = 
4-1/052 | 8, | ла | 20, 125 | Ва | па | < |$„ | вэ Ја < <2 


олсун. Биринчи бәрабәрсизлик т | 8, | < 2 олдугда да 
өдөнилир вә демәли, ј 0 ј, | < к, шер 


оларса 


2 (85) 


олмасы кифа]этдир. (85) шэрти (24)-э аналожидир вэ 
(83) гијмотлондцрмосинин өдәнилмәсини тэ’мин едир, 
бурадан да (13) схеминин икинчи тэртиблэ (1 «= 


= 0 (=)) јығылмасы чыхыр. 


$ 2. Чохаддымлы схемлэр- Адамс усуллары 
1. Чохаддымлы схемлэр. 5 1-дэ биз 
= – ја), 0<#<Т, и() = (1) 


Коши мәсәләсинин эдэди һәлли үчүн Рунге--Кутта 
усулларына бахдыг. Бу үсуллар бираддымлы усул- 
лардыр: јени Ур ТИ|мәтини тајјин едәркән анҹаг Уһ 
гијмәтиндән истифадә олунур. Үмуми һалда Ул тәгриби 
һәллини тә ин етмәк учун т--аддымлы фәрг схем 
ләринә (т>>1) бахмаг олар, је'ни 


5, = т. т- 1... (2 


шәкилли тэнликлэрэ бахмаг олар, бурада а„, б, 
әдәди әмсаллардыр, 

јр (Есе Ув), а. 30, „#0. 
Хусуси һалда, т = 1, 55-50, ба = ар @ = —4 ол: 
дугда Е|лер схемини алырыг. В, =0 оларса вэ У» ги} 
мәтләри әввәлки у, л, Уз" сео Ув ТИЈМӘТЛӘри васи- 
тәсилә 
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~ 
шин 


1 
тгд, Ғы» Улэ е» ла) 
ашкар дүстуру үзрә тэ’]ин (олунурса, онда (2) схеми 
ашкар (екстраполјасија) схем адланыр. Һесабламалар 
п = т-дэн башланыр. Ут-и тапмаг учун т са]да Уо» 
Ул» --- Ут !гијмәтләрини вермәк лазымдыр, онлары 
мәсәлән, Рунге—Кутта үсулу илә тапмаг олар. Бу 
усулда анҹаг бир дәнә уу = Шу башланғыч гијмәтин- 
дән истифадә едилир. 

Әкәр 6,5=0 оларса, онда (2) схеми гејри-ашкар 
(интерполјасија) схем адланыр: у,-и тапмаг үчүн һәр 
бир п үчүн . 


агУа--б/ (ба, Ун) = Е (Ур Уа Ул-т) (8) 
гејри-хәтти тәнлијини һәлл етмәк лазымдыр. Бу гејри- 
хәтти тәнлији, мәсәлән, Нјутон үсулу илә һәлл етмәк 


б) схеминин (1) ‘тәнлијинин ш = 0и (#) һәлли үзә- 
риндэ апроксимасија хәтасы, вә ја угу нсузлуғу 


дүстуру илә тојин олунур. 

19 | с--0(8), їахуд1 |. < Ме, => 0 (5) 
оларса, онда дејирләр ки, (2) схеми 5-ҹи тәртиб ап- 
роксимасијаја маликдир (вә ја садәҹә олараг (2) 
схеми 8-4 тартиба маликдир) бурада /И = сопѕі> 0 
-дан асылы дејил, а,, В, әмсалларыны апрокеимасија 
дајаныглыг о көрә сечирлэр. Умумилији 
позмадан һесаб етмәк олар ки, 


2 Елін (6) 


(2) танлијинин әмсаллары сабит вуруг дәгиглији 
та'јин олунмушдур. фури т-нун гүввәтләринә көрә 
агла вә ујғу и верилмиш тәртибдән ол- 
ыны тәләб етмәклә а,, 0,-лары тә |мн етмәк үчүн 
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! 
АТА 


шәртләр алырыг. и =1, и, = Ј (6, и) тәнлијинин / = \ 
һалында һәлли олдуғ; ндан (2)-дэн чыхыр ки, 


т 
У а, =0. (7 
= 


Адәтән, (2) схемләрини гурмаг үчүн интерполјасиј: 
вә квадратура дүстурларындан истифадә едән үсулла 
тәтбиг едирләр. Мәсәлән, (1) диференсиал тәнлијин 
1-р көрә і, ,-дан і,-ә гәдәр интеграллајараг 


11 

ша Шуп, = Ї 110112 (8 

- Пуна 
алырыг. Бурадан фәрг схемини алмаг үчүн интегра: 
лын һесабланмасында һәр һансы квадратура дүстурун- 
дан истифадә етмәк олар. 

2. Адамс усулу. Һәр бир кватратура дүстуру (1) 
ади диференсиал тәнлијинин әдәди һәлли үчүн ујгуј 
үсул верир. и = 1 олдугда (8) ејнилијинә ујғун олак 


0 


маа { 60) 9) 
1-1 
ејнилијиндә интегралы квадратура дүстуру илә әвәз 
едәк: 
р т 
610) У 8, (іе и). 09 
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(9) вә (10)-у нәзәрә алараг Адамс фәрг схемини јаз- 


маг олар: 
т 
Уп Әлі ч 
= У (ыы) 0 
= 
Бу, (2)-дән #=2,3,...,т үчүн а,--0 вә @ = № 
ал = —1 көтүрмәклә алына биләр. 


Әсасында Адамс схеми гурулмуш (10) квадратура 
дүстуру 1,16 #< 2, интеграллама интервалына дахил 
олмајан шәбәхә дујунларини өзүндэ сахла)ыр. Адәтән, 
квадратура дүстурун н т дәрәҹәли чохһәдли үчүн Дон 
гиг өдәнилмәси тәләбиндән истифадә олунур. Бу вахт 
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дүјүнләри 4,, 4, 1-9. і, , олан интерполјасија чох- 
ћадлиси сечилир. 

Схеми бу чүр гураркэн онун апроксимасија хэтасы 
квадратура дүстурувун хэтасы илэ үст-үстэ дүшүр. 
Доғрудан да (11) схеми үчүн у|Еунсузлуг 


ил Зо па) 
8, => = 


олур. Бурада (9)-дан алынан 
л 
Заза = | ушуй 
1п—1 
ифадәсини ]еринә гојсаг, ујғунсузлуг үчүн ашағыдакы 
дүстуру алырыг: 


т А 
1 
„= Уб (бој наа) — = | бад), 09) 
к--0 ід-1 
3. Ашкар вә ге)ри-ашкар схемләр. Әҝәр б-- 0 
оларса, онда (11) схеми ашкардыр вә 


уа д 8, Лк (13) 
= 


Ашкар Адамс схеминэ садә мисал 
УУ л ОИ 1, бу--0, 6, —1- (14) 


Ејлер схеми ола билэр. Әкәр (11)--ә т=1, бо -1, 
р, = 0 јазсаг, онда 


У, — Уп) 
„Јан Л, јахуд у, 57 (в Уа) = Уа 09) 


гејри-ашкар Адамс схемини аларыг. 
Гејри-ашкар симметрик бираддымлы (т-1) 


жады т ра, у (ае жәй 09 


схеми т--1, бо = 0; = 1/2 ги|мәтләринә ујғунлур вэ 
икинчи тартиб апроксимасијаја маликдир: Фе О(<2) Ули 
то’]ин етмәк үчүн у, — 1 277 (2. Ул) = Ру гејри-хәт- 
ти тонлијини ћолл етмәк (һәр бир л. үчүн) лазымдыр, 


бурада Е, = Ума 125] (1 Ула). 
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Инди исә т=2-|э урун олан икиаддымлы Адамс 
схемләринә бахаг. Ашкар икиаддымлы (т = 2) схем 


Уп Ул—1 ЕЈ { 
з р шж: 
З 1 

= Ву -- 0, Десе) И: (17) 


шәклиндәдир. О икинчи тәртиб апроксимасијаја ма- 


ликдир: 
= 3 
За Ба, с ( іар ша) ИИ 
“ат би == От) 
Уіғун = 


| 
Ув Ун-1, Е 1 | 
зета сн у, озна) = (8) 

модел схеминин дајаныглығыны Тәдгиг едәк. Бурада 
Уп = 9" јазсаг, | 


р Б 1 
в (1 | > 


алырыг. Истәнилән | үчүн О =1 --- 4 „> 0 ола 


дуғундан 41, 4» кеклори ћагиги вэ мухтелифдир. Да- 
јаныглыг ону ифадә едир ки, 14,| «1 ве! Ф < ЇЙ 
Билаваситә јохланылан ашағыдакы хассәдән истифада! 
едәк: 4 --29 +С = 0 квадрат #тәнлијинин көкләри мо- 
дулча ваһиди ашмыр: 121<1+с, С < 1 оларса, 
(421 УЛ (20 
(19) тәнлији үчүн Ь=З?—1, с==—>)ј2 Юлур вэ 
[32—11 < 1 — {2 шәрти ь< 1 вә ја 
тел 


др 


эрти дарныглыг 


олдугда өдәнилир, јә’ни (18) схеми ш 
мкүн аддымда! 


дыр (т аддымы Ејлер схеминдаки му 

9 дәфә кичик олмалыдыр). 
Икиалдымлы (т = 2) ге)ри-ашк 

јазаг. (10) квадратура дүстурунун 0,122 

һәдлиләр үчүн дэгиг олмасыны э’ни А (деј (њи (0) 

= 01,5, Ё) олмасыны тәләб етмәклә Ву = 5/12, Р,=81: 

ф= >= 1/12 амсалларыны тапырыг. Схем 
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шор (Паге 8 з) (21) 
шэклиндэдир. 


Ул Әл-і 


(бу, 4-8ууллг-Уул) 0: 09) 


модел мәсәләсинин дајаныглығыны арашдыраг. у,-4” 
гәбул етсәк, 
р Эс 
аф + 59-е =0, а = Ма 


Б = 


сизликләрини то'мћн едән (20) шәртләри | В | < а--с, 
с<а шәклини алыр. Бурадан < 6 олдугда (22) 
_ схеминин дајаныглығы чыхыр. 
4. Икитәртибли тәнлик үчүн Коши мәсәләси. Коши 
мәсәләсинә бахаг: 
ази 


за н), 120, ш(0)-ш, 


а 
5 (0) =. (23) 
Штермер үсуллары ән чох јајылмыш үсуллардыр: 


2 
Улдл-2Ул-Б Ур 


= = У 0 ә) 


т>20 = 1 9 а (24) 


у= Шу, у, = ш вә ја =» ==. 


| (вә ја 4) гијмәти елә сечилир ки, у= 26, [и (5) - 
т 


— :(0)| — (00) — =, апрохсимасија хәтасы мүәјјән 

ртиба малик олсун, мәсәлән, у = 0 (т), бурада р— 
(24) схеминин апроксимасија тәртибидир. Мәсәлән, р=2 
лдугда и: = и, -- 1/57 (0, ид), и, = ш тил гәбул ет- 
29 


и (9) = (0) 1-0 (0) 780) 4-05), 
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уш + 8(0)-444-0(У) = 


= о, (о) +06) – и и = 00). 


схеми ашкардыр, чүнки 
АЕ Ее; мэ’лумлары дахил- 
ејри-ашкардыр 


В, = 0 оларса, онда (24) 
сағ тәрәфә анҹаг у, У, --- 
дир. 5. |ч-0 оларса, онда (24) схеми г 
вә У-и та'јин етмәк учун 


(е) С ББ оти 18) 


тәнлијини һәлл етмәк лазымдыр. 
(24) фәрг схемини алмаг үчү 
ралы һесаблӣјаг: 


н ашағыдакы интег- 


ты “п ыы 
| и" ода = | и" ой { и” од! = 
Цан по ЦЭ 
із 
= (шо— ил) | п - (ше — и) | ил + | ио"аї, (25) 
іл-1 


а о(#)—һиссә-һиссә хәтти функсијадыр: 
Г (Ё- а)» Е. < <, Оларса, (2) 
0(0) = (5—85 1„< #< 4 Оларса, 


бугад: 


(26)-ны (25)-дэ јеринә језсаг вә о" (#) =0 олдуғуну 


нэзэрэ алсаг, 


ын 1 
| то = (иу 1—20, + шы). (97) 


1-1 
Сонра (23) тәнлијини о (2)-ї 
нәзәрә алмагла 


ә вурмагла вә (27)-н 


пад 2а, и Оз 
Бен ааг 
1-1 
нин 4 = и (6) һәлли Үз 


ејнилијини алырыг. (24) схеми 
јахуд (24) схеми үй) 


риндә апроксимасија хәтасы, 
уіғунсузлуг 
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“пы —2а„+ ү 
2 


ЦЭР Бан 


дүстуру илә тајин олунур ки, бу да (28) ејнилијинә 
көрэ 


т и 
1 
„= Ма Ї Та,и(0)ә(0а4 (29) 
1-1 
шәклиндә јазыла биләр. Јени 5 = (4 — #,)/< дәјишәнини 


_ дахил едәрәк интегралы даһа әлверишли шәкилдә 
јазаг: 


бар 1 
215 | Е (0) 000) = [ео =) в), 
~ Ізгі ы = 


12155; 8-0 
1-5, 820. 

(29)-дан көрүнүр ки, биринҹи топланан Ғ(2) = Х(Ё, 
и (#)) функсијасынын 2(4) 2-0 чәкиси илә интегралы 
үчүн квадратура дүстурудур. Схемин ; апрохсимасија 
(хәтасы квадратуга дустурунун хәтасы-илә тамамглэ 
та јин олунур. Бунун · әсасында гурулм ш үс, ллары 
“Адамс-Штермер үсуллары да адландырырлар. 
"|| Эн садә дүзбучаглы дустуру 


=, у) 


ал 
емини верир, белә ки 36 Ї 0(0)41=1. 
т 


Е = (0100), ге) = | 


Улуг 29,25 Ун-л 
2 


1п—1 
а?а Е 
ШЇ = ид, #>0, и(0) =0, “ (0 = шщ 


) “ел мәсәләси үчүн 


Увы — 2), + Ул-л ? 
о 


т 
рыг. Бурада у, = 9" јазсаг, 47--2(1--«?)/2)4--1--0 
Рыг; т^ < 4, т<2/)/ олдугда О < 0; бу вахт 
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ја | = 191 ва <<  ҮХ (вә ја т 


хилиндэ схем да)аныглыдыр. 
5. Тэнликлэр системи. Үсулларын чоху дә)ішди 


^ < 2) шәрти дг 


рилмәдән 

= = (В и), + >0, и(0) = ша (94 
тэнликлэр системи үчүн Коши мәсәләсинә дә тәтби 
олунур, бурада и = (ш (0), и? (2), ..., 4Х(0)) ахтарь 
лан, /-(/,/5..., 7“) вегилән векторларлыр. (30)- 


компонентләрлә јазаг: 
Ї 
к= ьи), і>0, ш(0)-ш,і-1,2,.., М, (3 


Тутаг ки, и, © (30) мәсәләсинин ш(0) =, 2 (0) = + 
башланғыч вериләнләрә ујғун һәлләридир. Онлары 
её = и — т фәрги үчүн! 


сау (02! 


а ү 

19 
хәтти тәнликләр системини алырыг, бурада «,, 0774 
төрәмәсянин һәр һансы (2, шу) нөгтәсиндә гијмотиди 
иу (0), 05... , 077, ш) + 6, 27, а, и“) (0<0<! 
ј=1,...,М). Она көрә дэ (30) гејри-хәтти тәнликлә 

системи учун хотти модел 

к 
аш ; ЭН 

шау ауш = 0). (32 


јахуд вектор шәклиндә . 
2 

= Аи = 7 (0), А= (а) @ 

хәтти системидтр. Бу тәнлијин башланғыч дәјишәй 
ләрә нәзәрән дајаныглы олмасы үчүн А матриси 
мэнфт олмамасы кафлдир. Сонракы параграфда ( 
хәтти тәнликләр системи үчүн схемләрин да|аныга 
лығынын зәрури вә кафи шәртләри тапылаҹагдыр. 
Практикада тез-тез елә тәнликләр системинә 
ҝәлинир ки, онларын ади үсулларла һәлли бејук 
тинликлор төрәдир. Бу тәнликләр системи сәрт си 
адланыр. Тутаг ки, (7,)—А матрисинин мәхсуси ә, 
ләридир (экэр А симметрик олмазса, онда ма 
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комплекс ола билэр). Ке2,>0 (#=1,2,..., М) вэ 
& = тах Ке? „јпип Қе/ нисбәти чох бејук оларса, (33) 


к к 
тәнликләр системи сәрт систем адланыр. 

А матриси симметрикдирсә, онда бүтүн мәхсуси 
әдәдләр һәгигидир вә (88) системкнин сәртлији о де- 
мәкдир ки, А матриси мүсбәтдир вә (38) системи пис 
шәртләнмишлир, јо'ни 


Е к 
айж 36 >! 
к 

Фәза дәјишәнләринә нәзәрән төрэмэлэрлэн ибарәт 
диференсиал операторун (мәсәлән, истиликкечирмә 
тонлајиндо Лаплас операторунун) фәрг апроксимаси- 
јасы јолу гле хувуси төрәмғли тәнликләри ади дифе- 
ренсиал тәнликләр систем; нә кәтирәркен алынан тэн- 
ликләр системи сәрт системдир. 

Ашкар үсуллар сәрт системләрин әдәди һәлли үчүн 
јарамыр, чүнки 


Баш 0, 48 ащ 0, А=( 0) 420 
а> 0, а> 0, аа. (34) 
Бу системин һәлли 
и (8) = (ил (8), и. (0)), 
па (6) ш (Ола Шиа 


векторудур; озун компонентләри # артдыгча азалыр, 
белә ки, кифајәт гәдәр бөјүк 2 үчүн | и (4) |< |и(0) |. 


ун ул 
ко 
пт ул 
2 +ау}=0, 
ОУ, = (35} 


ашкар схемини көтүрэк, Систем ики таплијо парча- 
ланыр вэ бунлары ајрыҹа һәлл етмэк олар, лакин он- 
лар умуми т аддымынын сечилмәсинә көрә бир-бири 
лэ әлагәдардыр. 4,72 вә аут<2 шәртләрн ејни 
іхтда өдәниләрсә, схем дајаныглыдыр. 4з №4, ОЛДУ- 
ундан һәр ики шәрт т< 2/4: оларса, едэнилир. Мүм- 
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кун т аддымы әслиндә һәллин тезазалан компоненти 
илә тэ’ин олунур. 
(34) системинин Һәлли үчүн 


усэг 


ал уг =0, 
уп — уп 
Е р =, 


т 


гејри-ашкар схеми јарајыр ки, бу да истәнилән т вэ 
ал 2:0, а, >0 үчүн дајаныглыдыр. 

Сон вахтлар хәтти вә ге]ри-хэтти диференсиал 
танликлорин сэрт системлэринин һәлли үчүн, бар сыра 
јени ге)ри-ашкар схемләр, онлар үчүн алгоритмләр вэ 
програмлар мејдаћа кәлмишдир. ё 
- - 6, Умуми гејдләр. 1. Бу вә ја дикәр әдәди үсулу 
сечәркән һесабламаларын һәҹми, ЕҺМ-ин тәләб олу- 
нан оператив јаддаш һиссәси, дәгиглик тәртиби, јувар- 
лаглашдырма хәталарына нәзәрән дајаныглыг вә с. 
кими чохлу шэртлэр нәзәрә алыныр. Биз һәр |ердә 
— і, сабат алдымлы усуллара бахдыг, қы 
= Ра а ДӘЈИШӘН аддымына кечмәх }формал харак- 


тер дашыјыр вә бираддымлы схемләр үчүн һеч бар 
јени принсапиал мәсәлә)ә кәтирмир. Чохаддымлы 
(т>2) схемләр учун дустурлар дәјишар. 

Умуми һалда һәлл сүр" әтлә ‘дәјишән монотон ол» 
маан функсија ола билэр. Бу һалда шәбәкә һәлл ило 
и(0-]э даһа дәгиг |ахынлашманы тэ!мин етмәк үчүн | 
гејри-мунтозом шәбәкәдән истифадә етмәк вә и (1) 
функсијасынын тез дајишдији областда аддымы азалт- 
маг (шәбәкәни сыхлашдырмаг) тәби дир. Лакин һәл- 
лин, өзүнү нечә апармасы әввәлчәдән бизә мэ”лум 
дејил. Она көрэ дэ практикада белә едирләр; әввәлҹә 
мүнтәзәм шәбәкәдә һесаблама апарырлар. и= (0 
ћоллинин һәр һансы 1, <Е<Ё интервалында сүр, 
әтлә дәјишдији мэ’лумдурса, онда шәбәкә (і,, #|-да 
сыхлашдырылыр вә мәсәләнин һәлли белә ге)ри-мүнт 
тәзәм шәбәкәдә апарылыр. Үмумијјәтлә, Һесаблама 
лары бир нечә сыхлашдырылан шәбәкәләрдә апарма! 
төвсијә олунур. Шәбәкәни сыхлашдыраркән һәлл 
дәјиширсә, онда лазыми дәгиглик алынмышдыр. 
гиглик тортибини артырмаг үчүн мүхтэлиф шэбэк 
лэрдэки ћесабламалардан истифадә едән Рунге үсул; 
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тәтбиг етмәк олар (и = и (#) һәлли кифајәт гәдәр һа- 
мар оларса). Һесабламаларын кедиши заманы аргу- 
ментин мүхтәлиф дәјишмә областларында мүхтәлиф 
дәгиглик тәртибинә малик схемләрдән истифадә етмәк 
зәрури ола биләр. 

2. Тез-тез әмсаллары сүр”этлэ дәјишән тәнликләри 
һәлл етмәк лазым ҝәлир, мәсәлән, 

= = а(ђи, і>0, и(0) = ш. (86) 

Белә тэнлир кимјәви кинетиканын мәсәләләриндә 
раст ҝәлинир. 


і 
и(#) = шрехр [о 48 | 
о 
функсијасы онун Њоллидир. а (#) >>0 оларса, ихтијари 
т үчүн Ејлер схеминдән кстифадә етмәк олар: 


Упа = Уа *®У„ = (1+ ха„) У (87) 
а (#) < 0 оларса, онда һәр һансы ж = т; учун 1-12, <0 


ола биләр вә у„,,< 0, Јә'ни һәлл мэ’насыны итирир. 
Бу һалда истәнилән т үчүн дајаныглы олан 


Уан = Уп ал Уп, 
Узы = Ул 39а), 1— 9,2 1, (88) 


гејри-ашкар схеминдән истифадә етмәк олар. Экэр 
#-нин бэ’зи ги|мэтлэриндэ а (#) ишарәсини дәјиширсә, 
онда «(#) > 0 олан дүјүнләрдә (37) ашкар схеминдән, 
а(4) < 0 олан дүјүнләрдә исә (38) ге)ри-ашкар схе- 
миндән истифадә етмәк лазымдыр. 

Адамс үсуллары Рунге —Кутта үсуллары илә мүга- 
Іисәдә даһа аз зәһмәт тәләб едир. Адамс үсуллары- 
нын чатышмазлығы һесабламаларын гејри-стандарт 
башланмасыдыр; у, у„...,у„_ү-ләри тәјин етмәк 
үчүн, адәтән, Рунге--Кутта үсулундан истифадә олу- 
нур. Рунге— Кутта үсулундан фәргли олараг икиад- 
дымлы (вә демәли, чохаддымлы) Адамс схемләри 
үчүн т аддымынын дәјишдирилмәси дүстурларын мү- 
рәккәбләшдирилмәсини тәләб едир. Практикада Рунге— 
Кутта вә Адамс үсулларынын комбинасијасындан ис- 
тифадә олунур, белә ки, верилмиш дәгиглији алмаг 
үчүн аддым програм васитәсилә автоматик сечилир. 
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4 83. Биртәртибли ади диференсиал 
тәнликләр системи- үчүн Коши мәсәләсинин 
апроксимасијасы 


1. Коши мәсәләси. Биз бу параграфда биртәртибли 
хәтти ади диференсиал тәнликләр үчүн Коши мәсә- 
ласинин апроксимасијасында вә хүсуси төрәмәли ди- 
ференсиал тәнликләрин апроксимасијасында (дүз хэт- 
ләр үсулу) мејдана кәлән хәтти фәрг схемләрини 

у (бираддымлы во ја икила)лы) өјрәнәҹәјик. 


м 
аш! “Уа ло, 10, ш(0)-ші, і-1,2,....М 
7-1 


аг 
А (1) 
Коши мәсәләсинә бахаг. А = (а) илә #-дон асылы 
олмајан (0,) елеменгли № Х М өлчүлү квадрат матри- 
си, и(6) = (м (9), из (6), ..., ш“ (8) итэ ахтарылан век- 
тору, /(0) = (Г.Ө, ЈГ (6), ... „Ј“ (0) иль исә верил- 
миш М елчулу вестору ишарә едэрэх системи 


а + Аш = (4), і>0, и(0) = № (2) 


| 


шэклиндэ Јазаг. № елчулу н“ фэзасында то'сир едән 
ујеун операто> үчүн до һәмин А ишарэлэмэсини сах- 
лајырыг: (А: А-А“). НХ фәзасында (и, о) скалјар | 
һасилин т вә | и] = И (м, и) нормасыны дахил едэх. А 
операторуну мүсбәт һэсаб едэҹәјяк: А> 0, Јахуд 
(Ах, х) > 0, бүтүн хен“, х ==0 үчүн. 

(2) шәргі дїхилиндэ (1) Коця мэтэтэсінин јекано 
һәллі вар. Догрудан да, тугаг ки, (2) мәтэләсінін 
и(0) вә и (4) кими ики һәлли вар. Онда онларыя фәрги 


ЧЕ ЕО, і>0, # (0) =0, (0 --и(0-02(0 (82 


бирчинс шәртләрини өдәјир. (8)-ү 2-ә скалјар вурсаг 


аг 5-70 
вә (2,-- | = — — (2,2) олдуғуну нәзәрә алсаг 
( 5! о ар (62) өлдувуну нәзәр 


1024 ЭЗЭН 
аи 2) =0 


Ї 
12(0Р-- | (Аг (ғ), 2 (ууа = | 2 (0) Р 
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аларыг. А> 0, 2(0)--0 оллуғундан, 
[20082 = 0, =(9=0, 8 (0) =и (2). 
/ (Фф) ==0 олан һалда (2) мәсәләсинин һәллинин бир 
мүһүм хассәсини гејд едәк: А = А* > 0 оларса, 
Па) | < е п (0) |, (4) 
бурада \,, А операторунун ән кичик мәхсуси гијмә- 
тидир: 
А, =), 


к°к” 


Е-1,2,..,М,0<%<2,<..<% 


(4)-ү исбат етмәк үчүн (2) мәсәләсинин и (4) ћоллини 
х м 
иф) = У (05, ІшӘр- Ул 0) 
КЕ к-1 
шәклиндә ахтарач ыг. Бу ифадәни сағ тәрәфи /()--0 
олан (2) тәнлијиндә јеринә јазараг 


тапырыг вә демәли, 
х 


х 
шор- Ха) е е Ук (0) = 
к- кті 
== сете І ц (0) Р 

Олдуғундан 
Чак 
а 
2. Фәрг схемләри. # дәјишәнинә көрә т ад.ымлы 
 Шәбәкә верәк: ®. = {Ё, = лт, п = 0, 1,2,...} вә аргу- 
_ менти #, = ит (вә ја и), гијмәтләри исә Н“-дон олан 

шэбакэ функсијасыны ул = у (#,) илә ишарә едәк: 


Ча, =0, а, (0) = а, (0) е^. 


У, ЕУ 
тты + Ау, — Ја, п=0,1,2,...‚ »=ш (5) 
ашкар схемини |азаг, демәли, Уан 


Улы = У, —т (АУд-Г,) :=0,1,2,..., Уж (5) 


 ашкар дустуру илә тапылыр. (5) мәсәләсинин у, Һәлли 
|алныз<-дан дејил, № во ја У— 1 М параметриндән дэ асы- 
лыдыр: у, = Увс Әслиндә биз јалныз (5) мәсәләсинә 
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јох, бүтүн мүмкүн = вә Л. учун (5.4) мәсәләләр күл- 
лијјатмна бахырыг. Бу ело фәрг схемилир. Онун һәлли 
{Уллу функси]алар аиләсидир. Јазылышы мүрәккәб- 
ләшдирмәмәк хатиринә анлашылмазлыг јаранмајан һал- 
ларда т вә п индексләрини бура хачағыг. (5) схеми 
бираддымлы (вә ја икила/лы) схемдир. 

Үмумијјәтлә, икилајлы схем деликдә аргументин 
Ё= і, вэ Ё = {руу КИМИ ИКИ гијмәти үчүн у (2) векто- 
рунун ујғун гијмәтләрини әлагәләндирән тәнлик баша. 
дүшүлүр: » 
Вуд = Су бр = (ЙІ; 
бурада В, С-М х № өлчүлү квадрат матрисләрдир 
(хәтта операторлар В, С: НН), Ур Е, исә Мел- 
чулу векторларлыр. Бу танлији ћомишо ашагыдакы 
кими каноник шәкилдә Јазмаг олар: 


в 301? ду, = п-0,1,2,... У (6) 


Ули тэ’|ин етмәк учун 
Ву, = Фу Ф, = Ву, — (АУ, — 98) 


тәнлијини һәлл етмәк лазымдыр. Һәр Јердә ВЭ! тәре. 
операторунун варлығыны фәрз едәҹәјик. 

Әкәр В = Е (ваһи( операто з) оларса, онда биз (5) 
ашкар схемини алырыг, 5 Е олан һалда (6) схеми“ 
ни гејри-ашкар схем а ландмрмрлар. { 


Жылда үр Луда = Ф (там ашкар схем), (7 
т 
Уа Т), 1 Е ) 
пал - ИЕ > А (ул + Уын) =, (симметрик “| 


схемләринә тез-тез раст кәлинир. Онлар 


Элба д (зуы (1 — 9) у,) =, 0,1,0 ( 


= 
чэкили схеминин хүсуси һалларыдыр (= = 1 вә == 
олдугда) ки, бу схеми дә 

В—Е + аА 
шэклиндэ јазмаг олар. Бу вахт ау + (1—9) Уп 
= у, 4-9 (Уа — Уа)/" олдугу нәзәрә алыныр. 
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3. Апроксимасија хәтасы. Тутаг ки, и = и (#) (2) 
мәсәләсинин һәлли, у, = у(,) исә (6) мәсәләсинин 
һәллидир; (6)-да у, = 0-4-2, јазмагла 2, = уһ — “а 
па = и (і,) хәтасы учун 


РОКА 
В ит + Аг, = п=0, 1, 2,...,20=0 (11) 

алырыг, бурада 
фут ба — Ап, В Аа (2) 


(6) схеминин (2) башланғыч мәсәләсинин а = и (і) ћол- 
ли үзәринтә ујғунсузлуғу вә ја апроксимасија хота- 
сыдыр. 

Тутаг ки, |1 ша), 11у» Н“ Н,-да һәр һансы нор- 
малардыр. Бүтүн п%- 1, 2,... үчүн т-*0 шәртиндә 
ПБА = 0 оларса, (6) схеми јығылы?. 

[2,1 = 0 (<"), Јени [2,1 < Ме" (19) 
у ее, (6) схеми т-чи тәртиб дәгиглијә маликдир вэ 
ја О (<") сур’эти илә јығылыр, бурала М = сопѕї т-дан 
асылы дејил. 
Јада. салаг ки, Фа ујғунсузлуғу үчүн 
Їл = О(") (14) 
гијмәтләндирмәси өдәнилдикдә (5) схеми (1) тәнлији- 
нин һәлли үзәриндә т-ҹч тәртиб апроксимасијаја 
_ маликдир, 

т = 1, 2 олдугда (6) схеминин апроксимасија шэрт- 
ләрини ајдынлашдыраг. и--и(4)-нин бүтүн лазыми 
төрәмәләри олдуғуну фәрз етсәк, 


Хэг 
МЕ (а + = и+ 54 ЈЕ О (5), 


ш-(а- ти 21) +0090), 


п+12 


1 


1 5 
543 (4.41 =з иу) = арі о (9), 


ф = ө. (Ли + Ви), де у Айваа 06) = 
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Ла Аи ш) ав 
4(Е-84-8 А|йслалд (5) = 


=, ав (ЕВ Ајби +09. 


Бурадан көрүнүр ки, 
[= Танил) =0 (57), 


ЇЕ в+ = Аја || 7 96", т=1,2 (15) 


олдугда (14) шәрти өдәниләчәк. 
Хүсуси һалда, ашкар схем (В-- Е) үчүн 


= Ад || —=О(< 
= | сг 1, 5 
вэ Фа — а а] = О (х) олдугда (мәсәлән, Ф, = 7,) 
Нет О (<) јаза биләрик. 5 

Симметрик схем үчүн (= = 1/2) В--Е--<4А|9 
1е,--7 ааг = Об) оларса, 1% = О (=), чүнки 
КЕ В+ Ајд) и Ка = 0; бу вахт, мәсәлән, 9, = Лий 
көтүрмәк олар. 

Габаглајыҹы схем (а--1) 1-ҹи тәртиб апрокси- 
масијаја маликдир, чүнки 


КЕ—В-- А и |) = «|Айр2-0(9. 


кириш верилэнлэрдэн (Уу-дан вэ Фу ден) кэсилм: 
асылы олсун, һәм дэ бу асылылыг т вэ М-ә вэ ја 
көрә кәсилмәздир. Мэсэлэнин ћоллини ги]мэтлэнди| 
мэк учун ЦАГТ нормасындан, сав тәрәфи гијмәтлән= 
дирмэк үчүн исә |®|„, нормасындан истифадә едир! 
Дајаныглығын даһа ҹидди тэ’рифиндэн истифгдә едир! 
Истәнилән ур, Ф„ Үчүн нә т-дан, нә дә №, ур 
дән асылы олмајан елә М,20вэ М2 0) сабитләр 
вар ки, (6) мәсәләсинин һәлли үчүн 


ПУ о М, 15071-0. шах | 222 
бәрабәрсизлији өдәнилир. Онда (6) схеми дајан 


олур. 
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(6) схеми дајаныглыдырса вэ т->0 шәртиндә 
Је 12) — 0 апроксимаси(асына маликдирсә, онда о |ы- 
ғылыр: 

| Ул- иу 0, т-»0 олдугда, п--1,2,... (17) 


(апроксимасија вэ да]аныглыгдан схемин јығыланлығы 
чыхыр). Доғрудан да, (6) схеми дајаныглыдырса, онда 
(11) мәсәләсинин 2, = У,-- Ил Һәлли үчүн (16)-ја ҝөрә 


[2.1 М, шах [Фә (18) 
олур. Бурадан, т--0 шэртиндэ | Фа 1770 оларса, 
|. | ->0- 


Јығылманын вә дәгиглик тортибинин ө)рәнилмәси 
(6) схеминин дајаныглығынын вэ апроксимасија хота- 
сынын ө)рәнилмәсинф кәтирилир. - 


$ 4. Икилајлы схемин да]аныглыгы 


1. Башланғыч вериләнләрә көрә дајаныглыг. Ка- 
тоник шэкилдэ икила]лы схемә бахаг: 


роу Ја ду, = Ф п-0,1,..., 


т 


уо Н башланғыч гијмәти верилмишдир. (1) 


Бурада А, В:Н-> н(н= н). (1) мәсәләсинин һәллини 
ики 


в Јаја 1 ду, =0, п=0,1, 
2 


| 


Уо % (2) 


б = 
В 


+ Аул = Ф. п = 0, 1,..., уо = 0 (3) 


т 
мәсәләләринин һәлләринин у = уб + уб) ҹәми шәк- 
линдә ҝөстәрмәк олар (у — (2) мәсәләсинин һәлли, 
у?) —(3) мәсәләсинин һәллидір), 
(2) мәсэләсинин һәлли үчүн 
У» о < Мун 4) 
гијмәтләндирмәси догрудурса, онда (1) схеми башлан- 
‘выч вериләнләрә көрә дајаныглыдыр. (3) мәсәләсинин 
Вэлли үчүн исә 
|. < М, тах ||, 5 
1 Уау на [Фк |2) (5) 
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гијмотлондирмоси доғру оларса, онда (1) схеми с 
тәрәфә көрә дајаныглыдыр. Бурада М,, М, сабитлә 
М, т, ип-дән асылы дејил. 

Биз башланғыч вериләнләрә көрә даһа садә да; 
ныглыг шәртиндән: 

ї уй Уо Позз Гуру < уђу (М1), | 


ћомчинин р—дајаныглыг шэртлэриндэн дә истифа, 
едәҹәјик: 
уа РУ |) < се уђу, мн 

Ајдындыр ки, р = е” оларса (бурада с, = сопѕі и, т 
М-дән асылы дејил), схем (4) тэ’рифи мэ’нада да)аны 
лыдыр, Бу һалда 0 < #,< Т, сұ>>0 олдугда р" = езіп 
< е“! = М, јахуд С < 0 олдугда р" < 1. 

ЇГ фәзасында (,) скалјар пасилини ва | х | = Их. 
нормасыны дахил едәк. Тутаг ки, О = 2 > 0 өз-өзү! 
гошма мүсбәт операторлур. | У |) нормасы олараг 


Пу = 1715 = И (у, у) ( 
енеркетик но, масыны сечәк. Хүсуси һалда 2 


Ф--Б, Јахуд О-В (В= 8%>0 олдугда) (2)-д 
чыхыр ки, 


ат Зул ЕВА, ( 
бурада 5—лајдан-лаја кечмо операторудур. 
21754277 в 


гијмәтләндирмәси доғрудурса, онда (2) схеми Нр) 
дајаныглыдыр. |у, :5|8у,!, 15 15 | У» |5 гијмәтлә 
дирмэсин {ән чыхыр ки, (10) бәрабәрсизлији. 
151, «1 (1 
шәртинә еквивалент:ир. Бу шорт дэ өз нөвбэсиндэ 
Јо = 1у — 1 5у 5 = (Бу, у) — (05у, 8у) >0 
бүтүн УСЕН үчүн (1% 
шэртинэ еквивалент (ир. Белэликлэ, (10), (11) вә (1% 


еквивалентдир, ]э’ни онлардан биринин өдәнмәси га 
лан икисинин өләнмәси демәкдир. 


2. Дајаныглығын Зәрури вэ кафи шэрти. Эсас 
теорем. 

Теорем 1. А = А“ ез-езуна 2ошма мусбат опе- 
ратордурса ва В-'оператору варса, онда (2) схеми- 
нин Н-да дајаныглы, ја ни 


КИЛЕ : (13) 
олмасы үчүн ихтијари УЕН учун 


(Ву, у) — 5- (Ау, У) 20, Јахуд В>--А 09 


бәрабәрсизлијинин өдәнилмәси зәрури вә кафидир. 
Исбаты. Исбат үчүн (14) вә 7,2-0 бәрабәрсиз- 
лајинин еквивалентлијини Јә’гин етмәк кифајәтдир, бу- 
раса 
у= (Ау, у) = (АЗу, 5у) = 
= (ду, у) САУ—ЗАВ ду, у- В Ау) = 
= 2: (АВ“! Ау, у) — 7 (АВ“ Ау, в“Ау). 
В'Ау=х, Ау = Вх ишарә етсәк 
1-2: ((8х, Жус- Л (Ах, 201 >0 бүтүн х=! үчүн 
(15) 
аларыг, јо'ни (14), (15) бәрабәрсизликләри вә демәли, 
(13), (14) еквивалентдир. Бу о демәкдир ки, (14)-дән 
1) = А олдугда (11), (12), һәм дэ (13) чыхыр. ((14) 
шәрти дајаныглыг үчүн кафидир). Лакин схем даја- 
ныглыдыр-а, ја ни (18), јахуд | 51, <! өдәнилирсә, 
онда / 2-0 вә демәли, В > А2 ((14) .шәртинин зэ- 
рурилији). 
Гејд. (14) шартини а, 0 әдәди эмсаллы 


аа | 4у,-0,0-0,1,2,..,а>0 02-0 
5 : 


фэрг схеми үзэриндэ изаһ едәк. Бу схем 
би! (8) + ап (0) =0, Ё» 0, и (0) = % 
| Коши мәсәләсинә уіғундур. Уһ = (1 — «ајђ) у, дүсту- 


рундан көрүнүр ки, схем дајаныглыдыр, јә’ни 
м1, —1<1 --ла| < 1 олдугда (5>>та/2 
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олдугда) |у,. [у 1... < | уу. Бурала В > 7ТА[2 опе- 
ратор бэрабэрсизли]и илә аналокија а)дын көрүнүр. 
3. Әсас теоремин тэтбигинэ аял мисаллар. Ми- 
сал 1. Ашкар схем: В = Е, == 0: 
(Ах, х) < | Ах1|х| 112 Коши—Бундаковски 
бәрабәрсизлијиндән А < | А | Е, јахуд 


І 
Ж ЕЕ 
> 51 А (16) 
олмасы чыхыр. В 5 тА Е 5 ЗА» А 
1 1 т + : 
= =) А фэргинэ бахаг. А> 0 олду- 


1 1 7-2 , 
тундан В--,«А>0 шәрти асы 2-0, је'ни | 
9 |А| (17) | 
Олдугда өдэнэчэк. Бу ашкар схемин "Н ,-да дарныг- 
лығынын (|| у ја < |) |) зәрури вә кафи шэртидир. 


Мисал 2. $ 3-дә бахылмыш чәкили схем, А=А*>0. 
Онун үчүн В--Е--сА вэ 


белә ки 
1+ (2) ГА 10, 


Бурадан керунур ки, г >1/2 оларса, чэкили "схе 
д-да истәнилән т> 0 үчүн дајаныглыдыр (шәртси: 
дајаныглыдыр), а< 1/2 олдугда исә, = < 110/2 — з)| 
учун шәрти дајаныглыдыр. 
Мисал 3. $3-дә бахылмыш (9) чәкили сх 
Н-да дајаныглығы (0 = Е олдугда): 


(Беота) ен Эв л ду, 0, ов. 
- 

В=Е+ ТА. 

(19) тәнлијинин һәр ики тәрәфинә АТ! оператору. 

тә’сир едәрәк 3 
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ПРВА аша о 
%-А1«Е, А-Е (20) 
алырыг, Теорем 1-ә көрә бу схем ВА АТ + 


| Е | Би! 1 | (е 217) Е>0 олдугда, 
2 ПАТ 2 

"| |ә'ни (18) өдәнилдикдә Нд = Н(А* = А = 820) да- 
ы јаныглыдыр (биз бурада доғрулуғу (16)-дан чыхан 

АГ = Е гијмәтләндирмәсини нәзәрә алдыг.) 
Беләликлә, (18)-дән чыхыр ки, 2 = А „олдугда (19) 

үчүн (10) гијмотлондирмоси доғрудур, је "ни 

"Ту, < Лу. (21) 


(19) схемини 
Улы буг 5- (Е + ата)“ (Е— 1—9) тА), 
АА 0 (22) 
шәклиндә јазмаг |олар, Она көрә дә онун үчүн (18) 


шәрти дахилиндә (21) гијмотлондирмоси доғрудур ки, 
бу да 
1+ - 2) 514120 
олдугда 
|(Еч-атАУЛ (Е—(1—о)лА) || < 1 ____(23) 
ги]мэтлэндирмэсинин едонилмаси демәкдир. Бу ги|мэт- 
ләндирмә кәләчәкдә лазым олаҹагдыр, 
4. Н,-дә дајаныглыг. 
Теорем 2. А-А%>0, В = В* > 0 оларса, "онда 
(2) схеминин Н,-дә дајаныглығы, јо'ни 
КЕЛ БӘКЕ в (94) 
үн (14) шартинин өдәнилмәси зәрури вә кафидир. 
Исбаты. (2) схемини (9) шэклиндэ јазаг вә 
15: |< 1 (95) 
тэртинин (14) бәрабәрсизли|инә еквивалент олдуғуну 
27 


көстәрәк, |ә”ни (14)-дэн (25) чыхыр вә әксинә, (25)- 
дән (14) чыхыр. 
Тутаг ки, у-Н фәзасындан олан ихтијари век- 


тордур; ону 
М 


уг Жақ, 


хас 


шэклиндэ көстәрәк, бурада (%,)-ашағыдакы мәсәлә- 
нин мэхсуси векторларыдыр: 

А, ВЕ, А, > 0, | 
р (1, 8ё-т : | 
(в, 6.) = Ё талцан 
5, =— В" АЕ, = (1 — <), 5 


олдуғуну нэзэрэ алсаг 


а ) 
(Ву, у) = У ак, (Ау, у У (27). 


85, = (1—9, Ви 


ТЭ 


к=! = 
М 
(85у, 5у) = У ав (1—9) < | 5 (2 24- = 51 а(Ву у) | 
к--і к= 
тапарыг, бурада 
15 ]2 = тах (1— 72. (98): 
1<к<М 


(25) бәрабәрсизлији 
пад, #= 1,5... М (99). 


шэртинэ еквивалентдир ки, бу да өз нөвбэсиндэ (14). 
бәрабәрсизлијинә еквивалентдир, чүнки 


х 
т В 2! 
(ву, у) —- (4.0) = (1 20) 
к--1 
Бунунла да (24) вә (14)-ун еквивалентлији исбат 
олунду. 
5. р да|аныглыгы. 
Теорем 3. А = Ав» 0, В= В* > 0 оларса, 
(2) схеминин р? 0 олдугда р дауаныглығы учун, је! 


Џула ће |» 2-4, В 
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олмасы үчүн зәрури вә кафи шәрт 
2-0 рад < ЕВ (31) 
2 5 


оператор бәрабәрсизликләринин өдәнилмәсидир. 
Исбаты. (31) бәрабәрсизлији ашағыдакы шәртләрә 
еквивалентдир (бах. 1 фәсил, $ 4, 6. 4): 


Не ш < „већа. М, (32) 
т 
бурада л, (26) мәсәләсинин мэхсуси әдәдләридир. 
. Фэрз едәк ки, р-Ввэ (31), јахуд (32) доғрудур. 
4 (82)-дон -0<7и- 140, | 1— як | < р олмасы чыхыр 
° во (97)-іә керэ 15 <Р (чунки || 515 — (В5у, 5у) < 
1 < М(Ву, у) бәрабәрсизли|инин еданилдији ән кичик 
сабитдир), јә’ни (307 гијмәтләндирмәси доғрудур (ка- 
филик). Әкәр (30) ги|мәтләндирмәси доғрудурса, онла 
1-<,| <р вә демәли, (92) вэ (31) өдәнилир (зәру- 


јрилик). 
1) = А олдугда да теорем 
№ 
(А5у, Зу) = 2 а23,(1-9,у/ < тах, (1—%,)? (Ау, у) 
мүнасибәтини нэзэрэ алмагла аналожи исбат олунур. 
(80)-дан 
ув 15 < 21 Уо 1 
чыхыр. 


Белә бир суал ортаја чыхыр: һансы шәртләр да- 
хилиндә (30) априор гијмәтләндирмәси р<1 үчүн 
өдәнилир? Бу суала ашағыдакы теорем ҹаваб верир. 

Теорем 4. Тутаг ки, 

А= А* >0, |В= В* >0, иВ<А < 18, т.220 (83) 
шәртләри өдәнилир. Онда (2) мәсәләсинин һәлли 
учун 

2 
тт 


т) = (34) 
олдугда 
|ы» <Р 121. #=1—ї„ р-А,В (85) 
гијмотлондирмоси доғрудур. 
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и А => „2 


Исбат үчүн $ |, = 1:51, = шах |1 — 2, | нор- 
5 їєкєх 
масыны т,«5,« 1, 01 =... = т, шэр- 


ти дахилиндэ Песабламаг лазымдыр. 


Фе 1—9 — (1 – а 24, —ћ) (1 (ғы) 


фәргинә бахаг. Бурадан керунур ки, 1 — 23 (+) > 


>1-4 (а 1) >1 — (а + та) = 0 олдугда Фед, 
э’ни +< +, оларса акс |1—=, | = 1— ту, Теорем 
исбат олунду. 


6. Сағ тәрәфә көрә дајаныглыг. Енерхетик бәра- 
бәрсизликләр сулу: (3) мәсәләсинә бахаг ва ону 


Ума = ЗУ, л-тВ-Үр, п=д 1, л, 4 
5=Е—:В А, уу, 0 (88): 


шәклиндә јазаг. Үчбучаг бәрабәрсизлијиндән истифадә 
едәк: > 


Пула [р < 1.87, | + < 879, |, < 


< 131,1 11.87" $, ||. (87): 
Әкәр теорем 2-нин шәртләри ө таниларса, онда 
= = 2 "рт 2 је 
В-В"»0,0-8 вә В> А, |87 +, = (8 (8 Е. 
Вт! 9а) = (ВФ, Фа) | 98-і олдугда |5) = 5] < 
(37)-дэн чыхыр ки, 


[Улы [в Ж И Ул ЇЇв + * 5 


п=0,1,2,... гијмәтләринә көрә ҹәмләмә апарсаг! 
Уо = 0 олдуғуну нәзәрә алсаг 
п-1 
АРБАТЕ 
као 


аларыг. Бу априор гијмәтләндирмә (14) шәртләри 
хилиндә (1) схеминин сағ тәрәфә ҝәзә дајаныгл 
ифадә едир. 

Башга ги]мэтлэнцирмэлор дә алмаг олар. Б) 
үчүн даһа үмуми енеркетик бәрабәрсизликләр үсу; 
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дан истифадә едирик. (1)-дә у, = 


мн 
= 
= 
28 
~ 
= 

9 
22 


у. =, 
2025 Зен Ја јазаг: 
2 т 


У 7-3, 1 
(8 3 А) аА (уау) %. 


Бу [тәнлији 2(у,.:—У,)-э скалјар вураг вә нәзәрә 
алаг ки, 


(А (Ун ши =у| = (Ау, ы» Ул н) + 
л (Ау, Ув) (Ау, Ул) ан (Ау,. У») 
= (Аува» Ува) — (Луг Ул), 


чүнки А өз-өзүнә гошма олдуғундан (Ау,, уд) 
= (Ау, и, У). Нәтиҹәдә 


> ((8 т А) Јао, ыа) 
+ (Аун Увы) = (Ау Ул) 2 (Фи Уна Ул) (99) 
„енеркетик борабарсизлијини“ алырыг, Бурадан керу- 
нүр ки, фа= 0 вә В>--А олдугда (13) ги|мәтлән- 


дирмаси догрудур. 
896 Ули 0) =? (ва 
Бунун учун 
ті ДН 3 іс 
| ав | = (1 ба) (ут 2Б р е? 


бәрабәрсизлијиндән истифадә едәк, бурала а, В, =>0 
ихтијари әдәдләрдир. Бизим һалда 


Әлі” Ув је 


ва 
Бу,ги|мәтләндирмәни (30) ејнилијиндә јеринә јазсаг, 


т М ы Уве 
әгі - па — Ул ада = У ) 
ж/((В-«Е-5 2 : | 


т т 


Унаа Уп 
ни | е И мевираку 
т 


2(% Ула — Ул) © 25111 | | 


< 2ч | кла ы 


уа А < Пуља Иа (40) 
аларыг. я 
ВЕ А, >0 (41) 


бәрабәрсизлији өдәниләрсә, онда (40)-дан 
Я = 
[у |а АЯ 2552 || ГА 


олмасы чыхыр (л-и Ё илә әвәз етмәклә). 
-0,1,2,..,п-1-ләрә көрә чэмлэмэ апарсаг 
п—1 
пулса + Уа (42) 
Аң | 
гијмотлондирмосини алырыг ки, бу да (1) схеминин 
Н д-да саг Чорофо вә башлангыч вериләнләрә көрә 
дајаныглығыны ифадә едир. 
Мисал. (1) чәкили схеми: В = Е--асА. Онун 
үчүн (41) шәрти 
(1 -4)Е-(8-- +) > о. 
олмасы демәкдир. Хусуси һалда (42) ги|мэтлэндир 
маси е = 1 вә с 21/2 олдугда доғрудур. 
7. Асимптотик дајаныглыг. 
а + Аш =, #>0, и(0) = ш 
Коши масэлэси учун 63, 6. 1-дэ 
14(0) | <е “7 14 (0) 1 
гијмотлондирмоси алынмышды, бурада М = ма № (. 
к 


Аналожи гијмәтләндирмәнин (2) схеми үчүн дӧ 
олмасы шәртләрини тапаг. 

Теорем 4-дән истифадә едәк. Тутаг ки, (33) шәј 
ләри өдәнилир. Онда (34), (35)-ә көрә 


Пул Па <Р уо |, РЕ — и, << 


хэл 
Бурадан асимптотик дајаныглығы ифадә едән 

Пуна < е ПУ 
гијмәтләндирмәси чыхыр (бурада р = 1— та < 
олдуғу нәзәрә алынмышдыр). 
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Чәкили схемә бахаг вэ фэрз едәк ки, 
ЗЕ<А<АЕ,%-%>0,А4-%>0. (45) 
за ва јуни һесаблајаг. (45)-и нәзәрә алсаг 


В= Е+ «А2 (у хэр 


в< (++) А= 1-4, (46) 
1 
Бүх Ыы зс 
ДІ рада 2 — А 
Ашкар схем учун (ү, = 8, та = 4) 
-<2/0--4А) (47) 


асимптотик дајаныглыг шәрти р= 1 һалы үчүн ади 
дајаныглыг шәртинә јахындыр. 9 = 0 олдугда 
х-<2/(ү14- та) шәрти 


242(а-- 1/2) (8-4) — 28 (1 — в) “ЗА >0 
бэрабэрсизли|инэ ҝәтирир. а = 1 олдугда о, истәнилән 
+ үчүн өдәнир, |э’ни там ашкар схем (в = 1) шәртсиз 
асимптотик дајаныглыдыр. 
Уз 1 2: 
ЕЕЕ 2 


симметрик схеми 


1 
а | 


тт, ЗИ (49) 
шәрти дахилиндә асимптотик дајаныглыдыр вә ади 
ма'нада шәртсиз дајаныглыдыр. Бу һалда 


оти) =“ 
ва 77", с = 1/2 олдугда 


уа П е ЕТІ (50) 
гијмәтләндирмәси доғрудур. = < ту шәрти өдәнилмәзсә» 
в’ни т> тә оларса нә баш верәр? я 

Онда тах |1 —<^, | #—1-дэ јох, = М-дә алыныр вә 


к 

б = тї; — 1. Фәрг мәсәләсинин һәллинин асимптотикасы 
(бејук #,-ләр үчүн) башлангыч мәсәләнин асимптотик 
һәлли илә һеч бир умумилајо малик дејил. Беләликлә, 
асимптотик дајаныглығын позулмасы бејук #-лор учун 
схемин дәгиглијинин итирилмәсинә ҝәтирир. 
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УІ фәсил 


ЕЛЛИПТИК ТЭНЛИКЛЭР ҮЧҮН 
ФӘРГ УСУЛЛАРЫ 


Бу фәсилдә биз Пуассон тәнлији вә дәјишән әм- 
саллы еллиптик тәнликләр үчүн фәрг схемләринә вә 
фәрг тәнликләринин һәлл үсулларына бахаҹағыг. 


$1. Пуассон тәнлији үчүн фәрг схемләри 
а 
1. Башланғыч мәсәлә. Пуассон тәнлијинә бахаг: 


9% ди 


Аи = 
од 


== (а, ху) (1) 
Онун 
а=ауг = {х= (х): 0« х,«1,а-1,9) 
дүзбучаглысында кәсилмәз вә Г сәрһәдиндә верилмиш 
иј. = (х) (2). 


гијмәтини алан һәллини ахтараҹағыг. (1) тәнлији вэ. 
(2) шәрти илә тэ’ин олунан мәсәлә, Дирихле мәсә 
ләси (биринҹи сәрһәд мәсәләси) адланыр. 3 

2. ,Хач“ фэрг схеми. (1), (2) мәсәләсинин әдәди һәл. 
ли учун О-дә ш, =, |) Та, (АМ, Һ/;), ё, = 0,1, 
М,, 7,-1/М, == 1, 9} шәбәкәси дахил едәк 
р-да верилмиш шәбәкә функсијасыны* Ле” 
--у(4,%)--у(х) илә ишарә едәк; А, вә Ж — ху ва 
координатлары үзрә шәбәкәнин аддымларыдыр. 

(1), (2) мәсәләси үчүн фәрг схемини јазма, 
өтрү 9 ш/дх2 төрәмәләринин һәр бирини үчнөгтай 
шаблонда апроксимасија едәк: 


@ш_ _ шба— а) — ди (ту а) аи (о + ћу а) 
дх? ћ 
294 


ЗЕН сж ЉС 


9? и и (хь Ху — №) — ди (Ху х) + и (ж, ха + 7.) 
ок ГЕ 5 


бурада — ишарәси апроксимасијаны көстәрир. Бу 
ифадәләрдән истифадә едиб (1)-н фәрг тәнлиін илә 
эвэз едәк: 
у(а--1,%)--2у(іь і)--у(4--1,4) , 
т к 


| Уб ао 50. ВИ) _ 4), (8) 
2 


јахуд гыса шэкилдэ јазсаг, 

Уран (В, 12) у, (в, й) = — (а, 4). 
Индекссиз ишарэлэмэлэрдэн истифадэ етсэк, 
Ук (09 ур, (0) = —/(х), хе(ић, Бћ)ео (0). (4) 
Бу тәнлијә =. 

уже (0), х= (В, аА) ет, (5) 

сәрһәд шэртлэрини дэ әлавә етмэк лазымдыр. Шэбэ- 
кәнин тһ сәрһәди дүзбучаглынын (0, 0), (0, М,), (№,0), 
(№, №) истифадә олунмајан тэпэлери истисна олмагла 
бүтүн (0,5), (№, 22), (4, 0), (4, №) дүјүнләриндән 
ибарәтдир. (3) фәрг тәнлији бешнөгтәли 
(2—1, 4), (2+1, 2), (А, А), (4, 5 — 1), (4,4-1) 
шаблонунда јазылмышдыр. (4) схемини чох вахт хаж 
схеми адландырырлар. Әкәр /, = 1, =й оларса, јә’ни 
Хү вә Ха үзрә шәбәкәләр үст-үстэ дүшэрсэ, өв шәбә- 


коси квадрат шэбэкэ адланыр. Бу чүр шабэкэдэ (9 
форг схемини бело јазмаг олар: 


У(ћ, 5) = 
= У (а — ЋЕ) у +1, 5) + уба, В—1)+у(й, 5+1)-4 ла, һу 
4 БЭЭР" 
Бирчинс тонлик үчүн (/--0) алырыг: 


Уба, = -р|у(%—1,Ь)+у(д + 1,5) 4 


ТУ (4, һ—1)-Еу (А, 5 +1)], 

је'ни шаблонун мәркәзиндәки гијмәт шаблонун дикор 
дујунлориндоки гијмәтләрин әдәди ортасы кими тә- 
н олунур. 

|5 зак, 563 


3. Апроксимасија хэтасы. Тутаг ки, и=и(х)— 


(1), (2) Дирихле мәсәләсинин ћаллидир, у-У(і, №) 
исэ (4), (5) фарг мэсэлэсиний һәллидир. 


2(х)-у(х)-и (х), х = (Аһ, ігі) Є о» 
хәтасына бахаг. 
(4), (5)-дә у==-ш әвәзләмәси апарсаг % = 2(х) 
хәтасы үчүн 


2-0, хе ла (6) 
бирчинс сәрһәд шэртинэ малик ге]ри-бирчинс 
де евра дал 96) ХЕ» (0) КО) 
тәнлијини аларыг. 
Бурада =» 


Ф(5) = ди 70) =й Ч ГО) (8) 
(1) тәнлијинин и = и (х) һәллиндә (4) схеми үчүн ап- 
роксимасијанын хәтасы вә јахуд уіғунсузлугдур. 
Көстәрәк ки, | 


+в 
Қаны 9) 


јуј<М, 7 
Догрудан да, 


24 
бурада 
Шон, х) = и (ху, ха) = Ћ + 


ди 


ди 
241, | 
ГІН 


т 
дх% 


М, = шах ( 


хєв {| 


ы ди 3 ди 
чулу (хо ха) = ПЕ КЕП (ха, ха) + 
т да - ЕЕ 
ааст ж е» х= х. 46.0, 0<6,<1, 


и (ху жЕ) ибх, ха) = 3 у= (хө та) 


ә? № да 
Е: (хь Хе) 5 -2- 23 (ха, ха) 
0 = = 
жасат та] а = ка ће 0<%<1 


дүстурларыны нәзэрә алсаг, 
дји ди вуди — Жди = 
2 1 = 
9 (5% гад ло) +3 ая (к.а) а ЕУ (Хх, Хо). 
Бурадан вэ (1)-дэн (9) алыныр. 

Беләликлә, (4) схеми икинчи тәртиб апроксимаси- 
јаја маликдир. 

4. Дэгиглик тэртиби артырылмыш схем. Экэр (1)-- 
(2) мәсәләси һәллинин и=и(х) Є С® (б) олдуғуну 
фәрз етс-к, доггузнөгтәли (Х,, Х,), (х, + Њ, х,), (Ху, 
ха + №). (х... Ху + №.) шаблонундан истифадә ет- 
мәклә дөрдүнчү .тәртиб апроксимасијаја (вә Гдэгиг- 
лијә) малик схем гурмаг олар. Бу схем ашағыдакы 
шәкилдәдир: 2 

пү+є 


му (ла РУАН сау мм)» --ф(х), хе о. 
у(х) =в(х), хет, (10) 
ААУ 
2 2 
Фел 2 АУ. 
илавасита јохлама көстәрир ки, ујғунсузлуг 
ъ= Аи = 00110) (11) 


эрг операторунун хассәләри. Тутаг ки, у(х), 
б) шәбәкәсиндә верилмиш вә шәбәкәнин 
сыфра бәрабәр олан шәбәкә функсија- 


шәбәкә ф нксијалары чохлуғудур. 

белә тэ’ин едәк: 

= о 

У Ус. бутун уЄ 9 үчүн, (13) 

косккин дахили дүјүнләриндә ве- 

силә үст-үстә дүшен у (х) = у (х), 
алары фәзасыдыр. 


4, 0<х,<1,. 
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о цээл 
1 


сг би № 
: 


Ф=7+ шоо 0<х<4, 5 №, 
2 
Ј (х) ишарә едәрәк 


галан хе ен нөгтәләриндә Ф(х) = 
әклиндә јазаг: 


(4), 5) фәрг схемини оператор ш 


Аф=е, у, Н» (14) 


бурада Н = 9. 
Н фэзасында скалјар һасил дахил едәк: 
Мун Ха-1, 5 
әң (іше У Буби боб ЫАМ 
ће! пи 


вә А операторунун өз-өзүнэ гошма олдуғуну КӨСТӘ- 
рэк. А операторуну А= А + Аз „хами шэклиндэ јазаг; 
бурада Ау = Уж Ау: Уна Кестарак ки, 44 
вэ Аз „бирелчулу“ операторларынын һәр бири өз-өзүнө 
гошмадыр. Буну А, оператору учун көстәрмәк кифа: 


јотдир. 
Ха-і м= о © 
(Ауу) =— У „(2 у (бб) об 5) № ) (1 
ћ=1 1551 


скалјар һасилин > бахаг. Бирөлчүлү Грин дүстурунда 
(1 фәс., $ 4) истифадә едәк: 

№-Го 5 №- о 4 

(ц, 5) оф в= 27% 14) 9д, (89) 


БОЛЬ 
1-1 


ће 
Бу ифадзни (15)-дә Јеринә јазсаг, 


№—1 %а-1, Е 
(Ау, = ОХ ($ (а, аа В ) 794 


і-і ће 


«аларыг: 


= Аз вә демәли, 
о) = (Азу, 5) + (229, У) = 
= (у, Ало) + (у, Аз?) => 


Аналожи олараг А: 
(Ау, 0) = ((А‹ + Аз) У, 


> 
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јуни А = А. 
м-та С Эг 
| Дупе (А, румын =- 2 до 12))? № 
1 Цин іт 
биринчи Грин фәр” дүстурундан истифадә етсәк, 
Ха-1 БЕДА 
(Азу, у) = > ћа У (уд уул,» 0 


ізі ће1 

во аналожи олараг, (Азу, у) > 0, белә ки А> 0, |ә?ни 
А--өз-өзүнэ гошма вэ мусбот-муојјен оператордур. 

А операторунун 8 вә А сәрһәдләрини, |ә'ни Е < 

<А < АЕ шортини өдәјән 8 вә А әдәдләрини тапмаг 

чэтин дејилдир, бурада Е ваһид оператордур. Доғ- 


рудан да, 1 фәсил, $ 4-дә 
№ > № о 
5 23 (у (4, уул, < > (уз юу в < 


ізгі 


м1 о 
жы Уо А) 


ће 


ізі 


олдугу кестарилмишдир, бурада 


4 аа ай 4 ЕЙ 
1-4 ап М, Ау СО 2-5, 
шал: алы ВОТ 21, 


бәрсизликләри із = 1,2... , Ма — 1 үзрә чом- 


(у, у) < (Ау, у) < А‹ (у, У). 


олараг %(у, у) < (Азу, у) < бо(уу) ол- 
ырыг; бурада 


Ж ° тә 
т 908° ор 
У АПУ, (16) 
4 
ъ= үрэнд гн Ди гай ЈЕ (17) 
БЕН сое 


ЭКЕП Байт 
э = №) квадратда (4 === 1) 
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8 тһ 8 8 
8 ТЕ іп? ӨВ А = 72 сов? 52 %+4А= ТЫ (18) 

6. Мэхсуси гијмәтләрин фәрг мәсәләси. Белә бир 
мәсәләјә бахаг: 2 параметринин елә гијмәгләрини (мәх- 
суси гијмәтләр) тапмалы ки, һәмин гијмәтләрдә 


лу = 0, х=о,, у= 0, хе (19) 


Уа а Улх 


бирҹинс мәсәләси гејри-тривиал һәлләрә (мәхсуси 
фуаксијалара) малик олсун. Дәјҹшәнләрин ајрылмасы 
үсулундан истифадә едәк вә (19) мәсәл эсинин һәлли- 
ни јалныз Хү-дэн асылы о (ху) функсијасы илә јалныз 
хә-дән асылы 1 (Х2) функсијасынын 


у (хи, хә) = 9 (х) (хз) 550 (20) 
һасили шэклиндэ ахтараг. 
(20)-ци (19)-да јеринә јазыб у = 10-19 .бөлсәк, 
ЕЕ 
о 1 
Сол тәрәф јалныз хХү-дэн, сағ таргф исә јалныз Хэ-дэн 
асылыдыр; (21) бәрабәрлији јалныз 
Мал 230, Ема _ у М), М9 = сопзі 
(2 @ 


шәрти дахилиндә ‘мүмкүндүр. Бурадан оси < (| вэ 
0< һә < [2 парчалары үчүн ујғун олараг ики бир- 
өлчүлү мәсәлә алырыг: 


об, < ме <44 
т=0, &=0, №, (22) 

в} 0, 0С 0 
4-0, і,-0, М,, (93) 


-4, (хі, Хо) Є л (21) 


бурада У) = — 0) вэ ја х=! -+-‹®, 
І фосил, 54, б. 8-ә әсасән (22), (23) масэлзсини! 
һәллини бу шәкилдә јазаг: 
те 
24 


эх) = ЈУ = аһ, 4-1,2... М 
: 
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ад (рај = У чате, 1,2... №1, 


бурада х=, = 0, 1, ..., №, 2=1,2. 


Бурадан алыныр ки, (19) мәс-ләси 


3 4 2210 4 2240 
22 үй Ө! тро 2821 

ЖЕ Г: зїп о + га віп 70 
іа 2 (24) 


2 
мәхсуси гијмәтләринә вэ ујеун олараг ус-а (ха (20) 
мәхсуси функсијаларына маликдир: 


2р2 фота Ваха 

Ук = Ума (Хь Хз) үк зіп г а - 
ЖА, = 1... М, ке =1,2 М,—1,в = 12 
(25) 


Бу мәхсуси функси]алар ортонормалдыр: 
(Уа Упла) = ба т били“ 
(17) вә (25)-дән көрүнүр ки, 
= пп ХМ А = шах Ак Т Аа, 

бурада ё вә А (17) дүст/рларына әсасән тајин олу- 
нур 8 вә А үчүн 

211144 =) ха (29) 

Б Г 


гијмәтләндирмәләри доғрудур. 

7. „Хач“ схеминин јығылма сүр әтинин ги)мэт- 
лэндирилмэси. Максимум принсипи. 3-чу бэнддэ схе- 
мин 2 =у— и хәтасы үчүн (6), (7) мәсәләси алын- 
мышдыр: башлангыч (1), (2) мэсэлэси һәллинин кифа- 
јәт гәдәр һамарлығы и=и(х)ес® (0) шәрти дахи- 
линдә 

ф(ху=О(|һ|}), [к= ерін (27) 


Исбат едәк ки, (4) схеми С шәбәкә нормасында 
О(13р) сүр әти илә јығылыр (икинчи тәртиб дәгиг- 
лијә маликдир), Јә’ни | 2 | =0 (11 Ё), бурада |= (<= 
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ИЕ 


= шах |2(х) |. Бунун үчүн бизэ (6), (7) мосолоси 
хе 

ћоллинин ф-нин саг тәрәфи илә ифадә олунм,ш гиј- 

мәти Лазым кәләчәк. (4) Дирихле фәрг мәсәләси 


Е = а ла“ бил и Уд-ђћ Рае 
— брда Уа ТОЙЫ ал Улан "а по 
х= (№, ә) ее у= хала (28) 
мәсәләсинин хүсуси һалыдыр, бурада а--а,,,, ӛ-ӛ,- 
әмсаллардыр. (4) һалында алырыг ки, 


аы=?( : +) 


оо 


Ш 1 
бав ЭР ба = ЭГ (29) 


ТІЛЕ 0. 
Е у] операторуну башга шәкилдә дә јазмаг олар: 
Е [у] = Ч, У, баг, ТА СИ = Ума) + 
ба (Ув Уан, и) быһа а, Е 
+ 2, (Уһ Уа ва) (80) 
бурада @,, = @,1,— Вы, — из“ 0 745177 
а= 41,20, Бы, > 0, буун 20 (31) 
мәсә- 


2 


211124 


шэртлэринин өдәнилдијини гәбул едәҹәјик. (4) 
ләси үчүн 4==0 алырыг. 

Теорем 1, Тутаг ки, (81) шәртләри өдәнилир 
вә ®(х) 20, уље бо Онда (28) тәнлијинин һәлли 
мәнфи дејил, /9"нш Әһ = Әһ (а) шәбәкәсинин бүтүн 
дујунларинда у(х) 20. 

Исбаты. Тутаг ки, теоремин ћекму доғру дерилт 
дир вэ һеч олмазса елә бир х, Л, і №) дујун негу 
таси вар ки, у(х,) 0. Онда у(х) функсијасы шэбэ- 
кәнин һәр һансы бир дахили дујун нөгтәсиндә ән КИ” 


чик монфи гијмотини алмалыдыр: тіп у(х) = у(х): Б! 
хө 


дујун нөгтәсиндә (28) тәнли]и өдәнилир. Әкәр а(х„) 5 
вә Ф(х„) = 0 оларса, онда анчаг у(х) = У (х,) шәрти 
дахилиндә (28) тәнлији шаблонун бүтүн дүјүн негтој 
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цайны алаг АМ лийн 


ләриндә өдәнилир. Лакин, Ф(х)=0 олдуғундан елә 

хі,, дүјүн нөгтәси вар ки, у(х4,,) = у(х.) = пит у(х) = 

= б< 0 вә һеч олма са бир дүүүн нөгтәсиндә, мэсэ- 

лән, Х = Хр -ДӘ Уа >% олур, демәли, Р [у] һы, <% 

бу исә Р [у] = Ф(х) >0 шәртинә зиддир. Алынмыш 

зиддијјәт теореми исбат едир. 

Теорем 2. (мугајисә теореми). Тутаг ки, у(х) 

Е =, хе, у= хет, (82) 


мәсәләсинин ћоллидир вә (81) шәртләри өдәнилир. 
Әҝәр 
19(5) | (х), хе, 1 В(4) | < р(х), хет, (89) 
оларса, онда (28) мәсәләсинин һәлли үчүн 
1у()1<7у(), хее, 

гијмәтләндирмәси доғрудур. 27) 

Исбат үчүн кестормок кифајәтдир ки, и = у(х) + 
у(х), о = у (х) — у(х) функс̧ијалары үчүн теорем 
1-ин шәртләри Өдөнилир ва демәли, и(х) >0, о(х) >0 
вә ја у(х)> — у(х), У(Х) < у(х), јуни] у] < у. 

Беләликлә, у (х) функси}асы мажорантдыр. Әҝәр 
У(х) мажоранты тапылмышса/ онда (28) мәсәлә-инин 
һәлли теорем 2-јә әсасән гијмәтләндирилир. (4) мә- 
сәләси үчүн мажорант олараг 

у(х)-|2-(хї 44), Г=й+ 89 

функсијасыны сечәк. Әввәлҹә һесаблајаг: 
е=РЇу| = — лу = Сл (а + ә) = (лаж + Лоа) = 40 
чунки : мА. 

(де, - т (ба +) — 22+ (х —№)') =2. 

1 


(34) дүст/р/ндан көрүнүр ки, т, сәрһәдиндә в-у(х)>0. 
Инди исә (4) схеминин 2 = у — п хәтасы үчүн (6), (7) 
мәсәләсинә нәзәр салаг. 4С = | % |с сечсәк вә а 0 


олдуғун/ нәзәрә алсаг, онда | 2 (х) 1 < у(х) < СІ? 
аларыг. Беләликлә, 
пес И (85) 
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Бурадан вэ (9)-дан икинчи тэртиб дәгигликлә (4) 
схеминин мүнтәзәм |ығылмасы алыныр. 

Гејд. (28) тәнлијини даһа үмуми шәкилли тэнлик- 
лә әвәз етмәк олар: 


Е [у] = а(х) у(х) — Э2 8(х,Әу(Ә-ж(х), (86) 
НЭЭ) 
255 
бурада а (х) > 0, 8(х,5)20, =(х)—мәркәзи х дујун 
нөгтәсиндә олан шаблонун &=5 х дүјүнләри чохлуғу- 
дур, һәм дә 
а(х) =а (х) — 3 5(х,:) >0. 
5 їл) 
(36) танлији үчүн 1 вә 2 теоремләри доғрудур. Дэ- 
гиглик тәртиби јүксәлдчлмиш схемләр үчүн шаблон 
доггуз дүјүндән, о (х) —сэккиз дүјүндән ибарәтдир вә 
һәм дә а = 5 (лг? 15"), сағ тәрәфдә исә 145° — 


— 2°), 2-і?) әмсаллары вардыр. Онлар јал- 
ныз 
ИИ5< ње УБ 


шэрти дахилиндэ мүсбэтдир вэ демали, (35) шэклиндэ 
ги|мэтлэндирмэ бу шэрт дахилиндә алыначаг. 


2. Фәрг тәнликләринин һәлли 


1. Бирбаша үсуллар. Дәјяшәнләринә ајырма үсулу- 
$ 1-дән Дирихле мәсәләси үчүн фәрг тәнликләри сис- 
теми 


АУ- 5, Куд 7060) хе о у- хет. (0 


(М, — 1) (№: — 1) —јүксәк тартибли матрисә маликдир. 
Адәтән, №, № 50—100 көтүрүрләр, беләликлә дэ, 
(1) системиндә тәнликләрин сајы 10%—10*-ә бәрабәр 
олур. Бу чур јүксәк тәртибли системин Гаусс усулу 
илә Һәлли (№, — 1) (№ — 1)*, ја'ни 10° — 1017 тәртибли 
әмәл јеринә јетирмәк тәләб едир. Лакин (1) системи | 
нин јахшы бир хассәси вар: системин матриси зәиф 
Долдурулмушдур вә јалныз ~ 5№, № сајда сыфырдан 
фәргли елементи вар. Она көрә дә фәрг тәнликләри 
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системини һәлл етмәк учун 0 (А12 №) вэ һәтта 0(/) 
әмәл тәләб едән үсуллар гурмаг олур; бурада 
№ = (№ — 1) (№ — 1). Дүзбучаглыда Пуассон тонли- 
јинин Дирихле фәрг мәсәләсини һәлл етмәк үчүн бир- 
баша үсуллардан бирини көстәрәк. 

(1) мәсәләсини бу шәкилдә јазаг: 


ЛУ У, Ув т) ХЕ®ь, У =0, (2) 


бурада у(х)=у(х), хе, р(х) исә $1-дэки (14) 
"| дүстуруна әсасән тапылыр. 
Онун һәллини дәјишәнләринә ајырма үсулу илә 
_ тапмаг олар. Тутаг ки, 25 (хз), 1205 Па т 
јр о № =0, хео, 9(0) = 0(1) =0 (3) 
мәсәләсинин мэхсуси функсијалары вә мәхсуси гијмәт- 
ләридир. 72) вә 00 (хг) үчүн ифадәләр 6 1, б. б-да 
верилмишдир. 
: (Хү, Хэ) һәллини вә Ф (х1, Х2)-нин сағ тәрәфини 
Сян мәхсуси функсијалары үзрә ајыраг: 
а Ху! 
у(х, ж) = У с, (х) о, (2), (4) 
куші 
м1 
$ ба, х) = У Ф, (ч) 0, (оз), (5) 
Аз 
бурада х = 1,4, і, =1,2,..., М, —1, в=1,2, с,(х) 
(х1) Фурје әмсалларыдыр, мәсәлән, 
зі 
(к) = У ће (х. 55) ә, (61). 
ік-і 
-- Л, операторуну с, 2, һасилинә тәтбиг едэк: 


уо, (5) = 

Бас, (55) Ме (и) + ёд (ху) љо, (55) = 
0 (22) Ла би, (Х1) — А с, (2) 0, (55) = 
[А 6, (х) За 5% (521 За (52. 


ифадәни (2)-да јеринә јазсаг вә (5) бәра- 
нәзәрә алсаг, 
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№1 


Ў (меа) —@ с „ (к) е, 040%, 09-00. (0) 


(0, (Х,)) системи ортогонал олдуғундан бу ејнилик 
јалныз фигурлу ме’тэризэлэрдэки ифадәләр сыфра бә- 
рабәр олдугда мүмкүндүр: 

Дес, (50-01, (0) = = Фа ба), 8-1,2... №1 


ж-аһ,0<4<М, с, (а) = 0 й 0. №. (2 
Доғрудан да, (6)-ны т, (х.)-)ә скалјар вурсаг, 


№—1 №:—1 
= ў, 00,0 
к-1 


0- 2 ет (9, КЕЗУ 
кті 
алырыг, бурада {-},—(6) дүстурундакы бөјүк мө’тә- 
ризәнин дахилиндәки ифадәдир. 

(7) мәсәләләри говма үсулу илә һәлл едилир; говма, 
алгоритминдән. ҹәми №, —1 дәфә #, =1, 2,..., Му = 
үчүн истифадә етмәк олур. се, (х,)-н биләрәк (4) дүс- 
турундан (2) мәсәләсинин һәллини тапаг. Бунун учун. 
әввәлҹә Фа (2) (#,— 1,2, ..., №,—1) Фурје әмсалларыны 
һесабламаг лазымдыр. (4) вә (5)-дән көрүнүр КИ» 
у(х,, х,) вә Фу, (Ла) ејни чур дүстурлар үзрә һесабла- 
ныр: 


аба ЕН 1-1, 9,281, 


Ҹәмләри һесабламаг учун сур’этли Ф, рје чевирм 
синин хүс си алгоритми һазырланмышдыр ки, бу 
(8) ҹәмини БУ 108: № сајда һесаби әмәл нэтичэсин, 
һесабламаға имкан верир (№= 2" олдугда, п= 1 
әдәддир); анҹаг ади гајда илә чәмләдикдә буна 0( 
әмәл тәләб олунур. Бу алгоритм (2) башланғыч 
сәләсинин һәллини 0 (№, №, 106,/№,) әмәл нәтиҹә 
тапмаға имкан ‘верир. Дәјишәнләринә ајырма үсулун! 
Гаусс үсулунун модификасијасы олан редуксија вә 
декомпозисија үсулу илә бирликдә тәтбиг етмәк о 
Нәтиҹәдә әмәлләринин сајы 0 = 5№, №, 105, № 
алгоритм аларыг ки, бу да јухарыда көстәрилән А 
јишәнләринә ајырма алгоритминдэкиндэн ики 
аздыр. 
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тики олараг бирбаша үс: ллар јалныз дәјишәнләрә ајрыл- 
дыгда сәмәрәли олур. 
Ш фәсилдә 


Ау=ч, А=А*>0 


тәнлији үчүн итерасија үсуллары нәзәријјәсинә бахыл- 
мышдыр. Мүхтәлиф үсулларын мүгајисәси 0<х<1 
парчасында „бирөлчүлү модел мәсәлә үчүн апарыл- 


мышдыр: 
ПЕЕ — (х), х= ін, 0<4<М, Уул Ух = 0. 


Онун үчүн А оператору Ау = -Ус, шәклиндәдир. А 
операторунун сорћодлори 


4 4 тв 
83-42 512, А = 608 -- 
м 2 12 < 2 


сабитләри илә тәјин олунур. 


рын сајы 


5 2 В «2 
= = -=лју —->= === 
ду О л (9) 


_ мунасиботиндон асылыдыр. 

Инди исә бир модел кими ваћид квадратда == 
= 1 =1) = = № аддымлы квадрат шәбәкәдә ики- 
‘елчулу Дирихле мәсәләсинә бахаг: . 


• 


Ауу Уве 7" ЊУ ен. (10) 


Һәр тат үзрә интервалларын сајы №-дир, демә- 
= ИМ. 

А операторунун 8 вә А сәрһәдләри $ 1-дә тапыл- 
ы ‚ (18)-ә бах.), т = &]А нисбәти (9)-ла 
т-үстә дүшүр. Бурадан алыныр ки, итерасијаларын 
(ы елчулорин сајындан асылы дејилдир (экэр =з» 

= [› оларса, онда зәиф асылыдыр). Она көрә дә 
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11 фәсилдә бахылмыш үсуллар үчүн итерасијала- , 


бирелчүлү мәсәләдә мүхтэлиф итерасија үсулларынын 
итерасијалары сајы үчүн алдығымыз гијмәтләндирмә- 
ләр икиелчулу һал үчүн дә логрудур. 

Квадрат олмајан шәбәкә һалында икиөлчүлү мәсәлә 
үчүн итерасијаларын сајы бирөлчүлү мәсәлә үчүн ите- 
расијаларын сајындан бир гәдәр фәргләнә биләр. 

Бурада биз (10) Дирихле фәрг мәсәләсинин һәлли 
үчүн Јалныз нөвбәли үчбучаг итегасија үсулуна баха- 
мағыг. 

3. Нөвбэли үчбучаг үсулу. 

ди, А=А*>0, А:Н--Н (11) 
оператор тәнлијини һәлл етмәк үчүн Ш фәсилдә ики- 


лајлы бираддымлы итерасија үсулларына бахылмыш- 
дыр. Онларын каноник шәкли ашағыдакы кими иди 


в дуу, Ё=0,1,..,т 
Пе 
бүтүн у, үчүн; (12) 

бурада В: Н-Н, В = В*> 0. А вэ В учун 
т.8<44< 1:8. п>0 (13) 


шартлоди өдәнилир, бурада 1). 1, —сабитлэрдир. тэй 
т-нин верилмиш гијмәтләриндә итерасијаларын мини» 
мал сајы тіп и (є) Чебышев параметрләринин 
с») 
Еа 2. ЕЕ 
14 в п 


е 


Р | 
5 ЇЕ: т 


= 1,92... ПЫ 
кими сечилмәси нәтиҹәсиндә әлдә едилир; бурада 6% 
Чебышев чохћодлисинин хүсуси низамланмыш сыфыр: 
лар чохлуғуна дахилдир; бу гајда илә низамламада 
(12) усулу һесаблама бахымындан дајаныглыдыр. 
(2-8 1)-чи итерасијаны тэ’]ин етмәк үчүн 
Вуда = Бр Р„= Ву, "ы (Ау) 
тәнлији вардыр. укн-ИН һесабланмасында әмәлләр сајб 
В-дән асылы олур. В-ни 


В = (0 + од) 07": (0 + ФА) (15 


кими сечсак, невбэли учбучаг үс/луну аларыг, бу 
да А, вә А» учбучаг матрисли операторлар; А = 
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А + А2= А, р=0* > 0 исә ихтијари оператордур- 
Адәтән, В = (4 1) удрағонал матрисдир. Ш фәсилдә 


бу үсулун нәзәријјәси верилмишдир в 


Аар, А.р АЗ < — А, 520, А2820 (16) 


ә верилмиш 


шәртләри дахилиндә 1)» 12 вә ө сабитләри тапылмыш- 


дыр. (16) шәртләри еквивалент шәкилдә 


(ду, у) > Му, у), (07 Азу. Азу) < р (Аз) 


кими јазылыр. Белә олан һалда 


жарыс с=т деч 
ТАТТАН ЕЗ 4 А 1 
алырыг, итерасијаларынтсајы учун исә 
1 2 
пб) апо (6) = а 1 -- 18 
(=) ( ВУ. 5 (18) 


ти|мәтләндирилмәси догрудур- 

4. Дирихле фэрг мэсэлэси үчүн нөвбэли үчбучаг 
үсүлу. (10) мсәләсинә гајыдаг. А операторуну = 
= А,4- Аз ҹәми шэклиндэ јазаг, бурада 

з, ие 
РЯ “Бокс Азу 2 Ж 


вә Ю = Е көтүрәк. А, вә Аз-нин гошма олмасы: Аз- А 
4 ын матрисләринин мүгајисә олунмасы БӘ јахуд 
биринҹи Грин фәрг дүстуру илә јохланылыр: 
(Алу, 0) = (у, Ато) = (у, 429). 

(у. ги тәин етмәк үчүн Я 
Ву у= (Е + ®А,) (Е + «АЗУ, = Бе 


Бе Ву ы (луг 9) (= Уул 0, хет» 


гда) тәнлијини алырыг. 
Устин гијмәтләри ардыҹыл олараг 
(Ед ры (Бел) зы" 


н тапылыр. 
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Бурадан ашағыдакы дүстурлары алырыг 
202 Н Р 5 22. Р 
й 5) — [ У а а) аР 5) | 


Ба) 
в 

ч =, ®2=—=—у-, 
[1 2 


Увы (в, Б) = 


= г (к +1) + жэ Укы (іа 1)-- 90 (22217 (19) 
(р сз) 


У (4, #:)-ни тә'јин етмәх үчүн дүзбучаглынын сол 
кунчундоди Ё, = 12-01 дујунуну сечирик; онда 
400.1), (0—1, 6), (А. #, — І)) шаблонунун галан ики 
(8, —1, 6) вә (А, %, — 1) дүүүнлээн сәрһәддә јерләшир 
вэ демәли, у (5 —1,5) = у (1,4 — 1) =0 мэ’лум- 


дур. 4 =1, 5 =1 ијматлориндо У@-ны биләрәк, 


99-ны й=2, 3,..., М —1 вә %=1 (биринчи сәтир- | 
дэ) олдугда ардыҹыл {олараг -тапырыг. Сонра & = 2 
Е © 

көтүрүб 4-1,2,..., М— 1 олдугда уб)- ны ардычыл | 


олараг ихинчи сэтирдэ тапырыг. "еден та'јин етмәк 
учун ((4,4). (4-51, 44), (5, 5, + 1) шаблонунда һесаб 
ламалары сүтунлар үзрә |ухарыдїн ашағы апарырыг: 
і = М, —1, М,-9,...,9, 1-и гејд едирак вә һәр бир 
ї, үчүн і-ни &=М, —1, М—2,.. 1 

Умытин һесабланмасыны (Ё; 
јухары дүјүнүндән башлајырыг. Гејд етмәк лазымдыр 
ки, у, -ин һесабланмасыны сәтрләр үзрә сағдан сола 
да апармаг олар: & = № — 1, № — 2,. 


үзрә дејил, сүтунлар үзрә дә ашағыдан јухарыја а 
маг олар. Бу, дүсгурларын өзүндэн көрүнүр. 

Һесабламалар (19) рекуррент дүстурлар үзрә 
рылыр. Ајдындыр ки, һесабламалар дајаныглыд 
Гејд олундуғу кими, бу чүр алгоритм гачан ће 
лама алгоритми адланыр. 
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Шәбәкәнин бир дүүүнүнэ душэн ћесаби эмэллэрин 
сајыны тапаг: Р-нын һесабланмасы 10 топлама вә 
10 вурма әмәли тәләб едир; Ғқ-нын верилмиш гијмә- 
тиндә УИН һесабланмасы исә 4 топлама вә 6 вурма 
әмәли тәләб едир. 

Беләликлә, бир дүјүндә У, ри тәјин етмәк үчүн 
ҹәми 14 топлама әмәли вә 16 вурма әмәли апармаг 
тәләб олунур. Әҝәр оператив |аддашда бир јох, ики 3 
Југу вэ (бацају ардычыллыгыны сахласаг вә у, ин һе- 
сабланмасы учун 


(Е + 94) др = лу + (Е+ Аз) вел 22 Се 


о 
Жат УСҚ “ен Фен 

алгоритминдән истифадә етсәк әмәлләрин сајыны азал- 

да биләрик. Бу һалда у,-дан У," кечмэк үчүн бир 

дүүүндэ 10 топлама Н5 10 вурма әмәли апармаг кифа- 

Јәтдир. 

5. Дирихле фәрг мәсәләси үчүн нөвбэли үчбучаг 
үсулунун параметрлэринин сечилмэси. Ш фәсилдәки 
үмуми нэзэри эдэн истифадэ етмок үчүн (16) шәртинә 
дахил олан 8 вә А сабитлорини тапмаг лазымдыр. Би- 
зим һалда А = А,4- А, >38; бурада 5 — А оператору- 
| нун эн кичик мәхсуси гијмәтилир: 


| 


1 з ям 1 
= — 8102 --- — Ы 
5 ШҮ: Б эг, + М біп (20) 


А, БТА, = А, А, операторуна бахаг. 

А-А, (алғам) < (аї + а) (84-80, 
лдуғуну нәзәрә алсаг, 

(А, Азу, у) = (Азу, Азу) = 


тапарыг, чүнки (бах, 51, У фәс.) 


м1 Кра Құ-і бе 
(Ау, у) = > СЯ 2 (уа АЕ Уһ > (уа), ГЕ һ,. 
алі = РЕ Са 5 


1 1 А 
(А. Азу, у) < (бе че за) (Ау, у) вә А.4,<--А 


бәрабәрсизликләрини мүгајисә етсәк 
1 1 
=4|- += 21 
= а 
аларыг, 8 жә А-ны биләрәк, эр--3|А тапырыг вә У фә- 


силдәки $ 5-ин дүстурларына әсасән 14, Тз, Е параметр- 
лэрини тапырыг, бундан сонра исэ итераси|аларын 


сајыны 
- рела 
п (е) тіп 5 ШЕ ЗЕ АТУ 
дүстуру үзрә һесаблајырыг. л (г)-дан истифадә едиб, 
в = 2/ И ВА вә зе түүс дајаныглы Чебышев параметр- 
ләри |ығымыны сечирик. | 
є = 107 оланда н (е) =2/1?, пб? (в) =3,2/й, п (в) 
—2,9[ИЁ тәгриби дүстурлардан истифадэ едэрэк, 
икиелчулу (10) модел мәсәләси үчүн итерасијаларын 
сајына (и ()) нәзәрән садә итерасија (л (е), Чебыг 
шев |ығымлы ашкар схемин (22 (9) вэ нөвбэли үчбу- 
чаг (102 (е)) үсулларынын мүгајисәсинин нәтиҹәси! 
верок (чэдвэл 2). 


ЖОО 
2 Эро | 500 | Т 
110 200 | з2 | 9 
150 5000 | 160 21 
1100 | 20000 | 30 | 29 


23 6. Дәјишән әмсаллы фәрг тәнликләри. Тутаг 
@= (х, х) :0< х.< а= 1,2) дузбучаглысый 
дәјишән әмсаллы еллиптик тәнлик үчүн Дирихле 
сәләсини: 
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Ти = Ти + Би = — ј (х), 
х= (х5) 0, и=ь(х), ХЕГ, (22) 


д ди 2 
а а (8 09 ) 0<с<Һ(9)<с,4-1,2 


ду, 


һәлл етмәк тәләб олунур. Бурада с, вә с;—сабитләр- 


дир. &,==2,==1 олдугда Ай = — / Пуассон тәнлијини 
алырыг. 
Фәрг схеми өр = (Хр = (АИ, ба №)/ = 0, 1,..., №, 


ћа = Ма = 1, 9) шәбәкәсиндә гурулур. Һәр бир /„ 
оператор ну учнегтоли (Ха— И», Ха, Ха + №) шабло- 


нунда 
_ а [ 479(4859-4) а (а) 
гэ П туара 


ћи = (а, и; 


4 Хајка 


фәрг оператору илә эвэз едирик; бурада 
и и (і, 1), һм), Ш = ша, (а 1). 
а, во аҙ учун икинчи тэртиб 
Ли—Ти= 0(№) 
апроксимасијасыны та'мин едәҹәк садә 
ад (ха, Хај = ви (ха — 28, хү) = ГЭЭ), 
аз (хоу а) == № (хи, ха — 1/28) = Г 


ифадолорини сечмэк олар. ° 
Нәтиҹәдә [и операторуна бешнегтоли шаблонда 


ле = ми + Дай = (аи), + (аи), 


фэрг оператору гаршы гојулур. 
(22) мәсәләсинә у|ғун фәрг схемини јазаг: 


Лу = —/(х), Ев, у= (х), хе 
Оа < 8-12, (23) 
Н= 9, шәбәкә функсијалары фәзасында 
Ау — лу, АА, +А, 


== му у У 


раторуну дахил едәк вә (23) фәрг схемини опера- 
шәклиндә јазаг: 
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Ау=ф У, фен; 
бурада ? један Јалныз 4 сәрһәдјаны дүјүндә— (й = 
№1, 0-1, < №) вә (оре. <№, РЕ. 


фәргләнир. 
Ајдындыр ки, А оператору өз-өзүнә гошмадыр: 


(Ау, 0) = (у, А). 


№-1 № 


о о 


та 2 22021 уһ = 2 (а оғы 


ізі ізі 
дүсрурундан вэ 0—09 < (2 борабарсизлијиндо 
алыныр. КИ, 
с, (Ву, у) < (Ау, У) = (Ву, У) кул ов Аасаћ, (94) 
бурада К јухарыда өјрәнилмиш Лаплас операторудур“ 


ћу = = Уам Ую (25) 

Бурадан - 
217555 А<с,АЕ, 

8 вэ А (20), (21) дүстурлары илә тәДин Ол. нур. (23) 
мәсәләсини һәлл етмәк үчүн 2 = Е олдугда В = (ЕЧ 
оС.) (Е-- Ва), В, + = К, № — В, операторлу 
невбэли учбучаг усулундан истифадэ етмәк олар. Бу 
һалда 1.8-< А = В алырыг, бурада 11 = буйн а= 6120 
па ВӘ Та сабитләри исә (25) оператору үчүн тапыл- 
мышдыр. Итерасијаларын сајы үчүн 


псе уз ње, тн 


гијмәтләндирмәсини алырыг. 
Дәјишән әмсаллы тәнлик учун итерасијаларын сајі 
Пуассон тәнлији үчүн итерасијаларын сајындан 127! 
дэфэ чох олмалыдыр. 


122. 


а= 
зүзүл * 


Чэдвэл3 
1132 128 


а 


ТЕ 
р-Е |реаодЕ р-Е |р-4жЕ 


2 23 20 15 39 

8 46 23 90 47 
32 92 25 180 53 
128. 181 26 360 57 
512 367 26 720 59 
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Лакин Лаплас операторуна ујғун А операторуну дахил 
етмәјиб, бирбаша дәјишән эмсаллы оператору бу шэ- 
килдо јазмаг олар: 


АА, + А», 
1 1 1 1 
Ау = (ва, л (9+5 эв, ) 


( (ыт 1 Наа 1 
Ау (У суа а" у 986): 
В оператору 

В = (Р +-®А,) 07 (Р- А»; (26) 


шәклиндә сечилир, бурада 0= @ (х) Е—диагонал мат- 


__рисдир. Умуми нәзәријјәни тәтбиг етмәк үчүн Ар), 


А.А, < -- А шэртлэринэ дахил олан 8 вә А са- 


битләрини тапмаг Лїйзымдыр. 4 (х) әмсалы 1 = 8/А му- 
насибэтинин  максимумлуг шәртиндән вэ демәли, 
5-1//(а мунасиботинин максимуму шэртиндэн сечи- 
лир. Нәтиҹәдә л, (е) итерасијалар сајы с/с, мүнасибә- 
тиндэн зәиф асылы олан алгоритм алыныр. Буну чэд- 
вәл 8-дэн көрмэк олар. 


УП фәсил 


ИСТИЛИККЕЧИРМЭ ТӘНЛИЈИ ҺӘЛЛИНИН 
ФӘРГ ҮСУЛЛАРЫ 


Бу фәсилдә истиликкечирмэ тонлијихи һәлл етмәк 
үчүн фәрг схемләринә бахылыр. Сабит әмсаллы бир- 
өлчүлү тәнлик һәртәгәфли тәдгиг олунм, шдур. Дәји- 
шэн әмсаллы чохөлчүлү истиликкечирмә тәнлији үчүн 
фәрг схемаэри көстәрилмишдир. 


$ 1. Сабит әмсаллы истиликкечирмә тәнлији 


1. Башланғыч мәсәлә. Бирелчулу 0<х < / чубу- | 
ғунда истилијин јајылмасы просеси 


ди д ди 1 
ШІ (к о) КЛ, 9 0) 
истиликкечирмә тәнлији илә тәсвир едилир; бурада 
и-и(х, 0), Ё анында ч 'бутун х нөгтәсиндә температу” 
ру, с—ваћид күтләнин истилик тут му, р--Сыхлыг, 
ср—ваћид узунл ғун истилик тутуму, #—истиликке- 
чирмә әмсалы, /)-истилик мәнбәләринин сыхлыгы 
дыр. Ум ми һалда №, с, р, ју тәкҹә Х вә Ё-дэн дејил, 
һәм дә и— и(х, #) температурун ан (квазихәтти ИС 


ди _ з ди 2577 
д! ЕРЕ 7 Ги 


шәклиндә Јазмаг олар. а? = #/(2р) —температуркечир 
әмсалыдыр. Умумилији ·мәһдудлашдырмадан а- 
[=1 һесаб етмәк олар. Догрудан да, х= і 
ач 
128 


Га 
Л = == / дәјишәнләрини дахил етсәк, 
а 
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ди 9? 
БОЛ алые ы 


2 
ах? 


Г-(0«х«1, 0<#<Т} областында биринҹи сәр- 
һәд мәсәләсинә бахаҹағыг (бо'зон башланғыч сәрһәд 
мәсәләси дә дејирләр). 


2, 
= = Ло, 0. Ост, ое 49 


и(х, 0) -ш(х), 0<х<1, и(0, #) = ик), 

ш(1, 9) = иг(е), 0<1<7, 
мәсәләсинин 2-дә кәсилмәз и=и(х, 4) һәллини тапмаг 
тәләб олунур. 

2. Истиликкечирм% тәнлији һәлләринин бэ’зи хас- 
сәләри. Максимум принсипинә әсасән (2) мәсәләси - 
нин һәлли үчүн 


тах | шх, 2) | < тах (тах |ш(х) |, тах | 44(0) |, 
0<х<!1, 0<:<7 0<х<1 от 
> 
тах [и2(0) |) + | тах | а, 014 (4) 
(23233 9 0<х<! 


гијмәтләндирмәси доғрудур. Бирчинс сәрһәд шэртли 
бирчинс тэнли]э бахаг: 


д 2 
| 2 7-5,0<х<1,0<4<7, 
Е 


| и(0,9)-4(1, 9-0, 0<1<7, (5) 
и(х, 0) = их), 0<х<1. 


Бу мәсәләнин һәлли дәјишәнләрин ајрылмасы үсулу 
илә а 


© 
ж(х, у= 2; с.е Х (х), (6) 
к--1 
“шәклинтә ахтагылыр; бурада 7, вә Х.(х) 
Х”--3Х--0, 0<х<І1, Х(0) = Хи) = 0, 
Мәсәләсинин мәхсуси гијмәтләри вә ортонормал мәх- 
суси функсијаларыдыр вэ 


х= 2, Хи) = У Эзчайтх, (7) 


дэ 
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1 
(а) | Х.Х „(х) ах = до 
б 


р ‚ ВЕТ, 

сэг 0, в--т. 

Довғрудан да, бүтүн и(х, 1) = се ег Х.(х) хүсуси һәл- 
ләри (һармоникләри) верилмиш тәнлији вә (5) сәрһәд 
шәртләрини өдәјир. 


© 
5 и(х, 0) = (3) = 2 сұх.) (8) 

к= 
башланғыч шартиндзи си(шу Ху) эмсаллары тапылыр. 


9 вэ (8)-дән 
ІШӘІЗ-(аҚ(х, 9, ш( 9) = 


Б 5 : 
3 -2М1 22-2 
= зен е у те ШЫ 
к= к-- 


чүнки 
© 


1214-9502: о 
к= 
Беләликлә, (5) мәсәләсинин һәлли үчүн 
ИИ е ио, м =. 0. 
гијмотлонлирмсси доғрудур. Бу исә (5) мәсәләсини 
башланғыч вериләнләр (У фәсил, 5 5,6. 7) үзрә асампе 
тотик дајаныглығыны ифадә, едир. Б-нын артмасы ИЛӘ 
А, = т артдығына көрә, мүәјјән бир / анындан б 
лајараг биринчи топланан (биринчи һазмоника) үстүн 
лук тәшкил едәчәк, јо'ни 
и(х, #) == ае“ Хх). 
тәгриби бәрабәрлији өләниләчәк. Просесян бу мәр 
ләси регул/ар режим адланыр. у 
3. Фәрг схемләри. Р областында елә 
өв (С? 1): ==, =] 2—0, 1‚...„^%ЖЕ® 
О 
шәбәкәси дахил е эк ки, дадымлары х үзрә 
үзрә т-|а бәрабәр олсун. х-э ҝәрә төрәмәни 
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ди пр — 2 Щщ _ Ж 
Золоо м ЕШ Айр 
фэрг ифадәси илә эвэз етсәк, (3) әвәзинә 
000) = 1100), 9, (8) = и, 0100) = пук). 
сәрһәд во башлангыч ш:ртлэринэ малик 
49 й 
ЕД і--1,2,... 
диференсиал фәрг тонликлори системи аларыг (дүз 
хәтләр үсулу). Бу мәсәләни әдәди үсулла ћолл етмәк 
үчүн, У фәслә аналожи олараг 1-|а көрә төрәмәни 
ооо а Е 
а т т МУ? 
фәрг мүнасибәти илә әвәз едәк, сағ тәрәфи 4-2, (/- 
ҹы тәбәгәдә) вә 4-1,1 ((/--1)-чи тәбәгәдэ) ујғун-гиј- 
мәтләринин хәтти комбинасијасы шәклиндә кетурэк: 


+1 _ у] 
Уш еск уун (1— лу ті, (102 


| 


бурада э— параметр, 91--їїэр һансы сағ тәрәфдир, мә- 
сәлән, е] = /), +/ = ДЕМ" вә с. Бураја ашағыдакы эла- 


вә шәртләри дахил етмәк лазымдыр: 
ж-ш), уф = (6), У = а(х), (11) 
75:01 1, ©... беле М: 
(10) схеми 
(пр бы) (Хи Ба) (Хас бм) 
х х х 
х 


х 
(520:5) (5.5). (бие) 
“б-нөгтэли шаблонунда те'јин олунуб. 4-нөгтәли шаб- 
лонда ашкар схемә (2 == 0) бахаг: 
Та 19) 
+ $/. ( 
т Аһ? 

7-11)-чи лајда гијмәтләр ашкар лустур үзрә тапы- 
лыр: 
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; 2: т 
УВ (и ау) ер 
3—1 һалында тамамилә гејри-ашкар схем— Х х Х шаб- 
х 
лонунда габаглама схеми алырыг: 
Я ууну 
х һ? 
у{\!-и тә']ин етмәк үчүн (1.)-дән 


те (13) 


т (1+ ју + у =н, 0<г<м, 
В = у=}, У = (21), У = (2), 


сәрһәд мәсәләсини алырыг ки, бу да говма үсулу илә 
Һәлл едилр. 

Чох вахт а = 1/2 вә хх Х шаблонлу симметрик 

ххх | 

тејри-ашкар схемдән истифадә олунур (бо'зон ону 

Кранк—Николсон схеми дэ адландырырлар). 3 


үйкеу ешн е шил 
т 2 т 
Јев 
УУ Т Уа 7 
ЯЕ о ++]. 
Г 
УР!-ин јени лајда гијмәти бу һалда ла 
т У = СР ТО ! : 
эз (н уда = — Ру, 0 < 1 


мн = Шин , уй} = (41), 
к= Е уч 
сәрһәд мэсэлэси үчүн говма үсулу илә тапылыр. 
Умуми һалда (ихтијари с үчүн) (10) схеми 4 
схем адланыр. 95-0 олдугда о гејри-ашкардыр 
УЙ! говма үсулу илә 
вт ду урн = Рр 0<1<М, 
У = ш (л), ЯН = (1), 2-0 1,... 
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мәсәләсинин һәлли кими тапылыр. Ихти јары а-лы (10 
схеминин хассәләрини өјрәнәк. 

4. Апроксимасија хәтасынын гијмәтләндирилмәси. 
(10) чәкили схемин дәгиглик тәртибини ги|мәтлән- 
дирмәк үчүн, әввәлҹә запроксимаси]анын хәтасыны 
(ујғунсузлуғуну) гијмәтләндирмәк вә схемин сағ тәрәф 
үзрә дајаныглығыны ифадә едән априор гијмәтлән- 
дирмәләри тапмаг лазымдыр. (10), (11) фәрг схеми 
башланғыч вә сәрһәд вериләнләри ләгиг нәзәрә алыр. 
(10) схемини индекссиз шәкилдә јазаг. 

~ Угллт-2У + Уг-л 
о 
нэ 
у= 2-3 6 ую = ури 01-99) 


т 
ишарәләмәләринш, апарыб 

у = Ху?» (Хх, дее, у(х, 0) = и, (х), 
у= мі, Уул иде) (23—75 /=0, 1,...) (17) 
аларыг. Тутаг ки, и = и(х,, #)—(8) башланғыч мәсә- 
ләсинин дәгиг Вэлли, у—(17) фәрг мәсәләсинин һәл- 


лидир. (17)-дә у--2--и јазыб 2 = у — и хәтасы үчүн 
ашағыдакы шәртләри аларыг: 


а= мо + У, (8, део, 
2(х, 0) = 0, г(0, 2) ==(1, 9-0, (18) 
_ бурага 
= ли и, (19) 


(8) мәсәләсинин и = и(х, #) һәлли үзэриндэ (17) схе- 
минин апроксимаси]а хэтасыдыр (схемин ујғунсузлуғу). 


ф-нин! (хь {= 2 += ) негтаси әтрафында 1 вэ т- 


нун дәрәҹәләринә ајрылышыны тапаг. 


ХОЛ ҮЗ 
ие) = ай + (1 аи == + (в пјева 


207 з 0% 


+0(9), 
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до о = 026 48 0% 
© А 
шор 48 дб а, 


2 2, 
ли из, -ш УО), Шш ті 


олдуғуну нэзэрэ алсаг 
= - ди = 1 д! 
тан лы + 
2 
ЗЕ гс 12и--О(4--19. 


аларыг. (3) тәнлијинә әсасән 


па +] 2—0 


олдуғундан 

1% = ги] 
вэ 
Брэнд небу јен 


Бурадан керунур ки, 
4=0(=+ №), ф= ў вә 44-5. ол угда, 


ф-О(8--10), ф-/ вә в = 2 олдугда. 


Әҝәр °-ны елә сечсэк ки, 

[а 

2 125' 

јә’ни 1лй-йун әмсалы сыфыр олсун, %-ни исә 


ут ЖЛ ай: 
Е р ЕУ да Феј+ АЈ 


с= 9, = 


(АЈ — 1] = 000) олдуғундан һәр ики ифадә О() 1 
мијјоти гэдэр фэрглэнир) көтүрсәк, онда апрокси 8 
ја тәртиби артырылмыш (х үзрә) схем аларыг: 
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--0(8--4), а ==, олдугда. Бу схем дә гејри-ашкар- 
дыр вә буна көрә до у/!!, а„тдў— 3 = — Р тәнлијин- 
‚дэн говма үсулу илә алыныр. 

5. Схемин дајаныглығы. (17) схеминин |ығылма- 
сыны вә дајаныглығыны арашдыраг. Әввәлҹә ашкар 
схемә (а = 0) вә тамамилә гејри-ашкар схемә (з= 1) 
бахаг. 


(17) схемини ашкар схем үчүн бу шәкилдә јазаг: 


27 і А Е 
урин (1-5) 0ана) е 0<4< М. 


(22) 
кур = 0, у =0, у = их), 0<і< М. 
Әкәр у/-нин әмсалы мәнфи дејилсә, руни 
ла 02, (23 


онда (22)-дэн 
руне Гуо веће с (24) 
алыныр, бурада | у || „= тах | у, |. А үзрә0-дан Ј—1!-» 
0<і<№ 


гәдәр чэмлэмэ апарсаг 
1-1 
Ус < ћуп У 191 (25) 
к=0 


аларыг. Елә бу бәрабәрсизлик (23) шәрти дахилиндә 
ашкар схемин шәбәкә нормасында башланғыч верилән- 
ләр вә сағ тәрәф үзрә дајаныглығы ифадә едир (аш- 
кар схем шәрти дајаныглыдыр). 

(17) гејри-ашкар схемини о = 1 олдугда бу шэкил- 
дә јазаг: 


ЛУ У РА Рржуј Ее 
вә јахуд 5 


і 2с < 7 5 
ЗЭВ (185) 8::ий--8р өсем 


уп = урн = 0. 
1 фәсил, $ 5-дэки теорем 3-дән истифадә еләк: 
Ауа — бу, Аца Уа Ро 
С =А,+А, +, 0<1< М, у= ум 0 
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мэсэлэсинин ћолли үчүн 


гупе Ї [| 


ги|мәтләнлирмәси доғрудур. 
Бизим һалда А, = А, = 7/08, р, =1, 


Пу је с уе сфе с. (6) 
Бурадан # = 0, 1, ...,/—1 үзрә ҹәмләјиб (25) гиј- 
мәтләндирмәсини алырыг. Беләликлә, тамамилә гејри- 
ашкар схем шүбһәсиз ки, дајаныглыдыр, је'ни ихтија- 
ри т вә 1 үчүн дајаныглыдыр. а ихтијари олдуғу ћал- 
да фәрг схеми белә шәкил алыр: 

в 2а в Ё : 
а ЭЙ1— (1+ Жи) у{н- уне 
0<<М, ујн = урн =, 


(== 1— е) , 
Н-(1-255 98) уу а (ән) ње 


Бурадан керунур ки, 


саен з” 97 
т жау 5р 92 үзу (27) 


оларса, у/-нин әмсалы мәнфи олмаз. Бу шәрт дахи- 
линдә | Ро < уте с; сонра 1 фәсил, $ 5-дә- 
ки теорем З-дэн истифадә едәрәк (27) шәрти дахи- 
линдә (25) гијмәтләндирмәсини аларыг. Хүсуси ћал- 
да т< олдугда симметрик схем С-дә лајаныглы 3 
олур. Әслиндә исә о < 1/2 олдугда (17) схеми башлан- | 
Рыч вериләнләр үзрә С-дә шәртсиз дајаныглыдыр, де- 
мэли, 


° 
ТУ? сс М, ИУ, 3 

бурада М, = соп${ 1, Лакин бу бораборсизлик кифа- 
]эт гэдэр мүрэккэб үсулла исбат олунур. 


Ашағыда көстәриләчәк ки, башга нормада чэкили | 
схемин дајаныглыг шәрти 


сле (28) 


шәклин1ә олур, буна көрә дә с >> 1/2 олан схем шәрт- 
сиз дајаныглыдыр, а < 1/2 олдугда исә (27) әвәзинә 
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п? 
— 
“12-9 
дајаныглыг шәрти гојулур. 
Жөстәрилән (29) нәтиҹәси үмуми дајаныглыг нәзәријјә- 
синә әсасән алыныр. 


І фәсил, $ 4-ә аналожи олараг А операторуну да- 
хил едәк: 


(29) 


Ау=—лу уво, уед 
бурада ©, ө,-(хсх,-004-0,1,....М,-1/М) 
шәбәкәсиндә верилмиш вэ # = 0, № олдугда сәрһәддә 
сыфра бэрабэр олан у функси]алары чохлуғу, у исә 
хео,-(х,:Х,--ій, :=1, м ШІМ) 


шәбәкәсинин дахили нөгтэлэриндэ верилмиш функси- 
(алар чохлуғудур. 


Чәкили схеми каноник шәкилдә Јазаг: 
Ве, + Аг = 000), #Є о, 2(0) = 0, В= Е -отА. (80) 


Бунун учун (18)-дә г) == 4 (1— )2=24-9(2—:)= 
= 24-072, јазмаг кифајәтдир. 
Н-да скалјар һасили 


№1 
(у, 0) = У Уи. 
= 
дүстуру илә тә|ин етсәк, 1 фәсилдә кесторилдији ки- 
ми А оператору ез-езуна гошма вэ мүсбәтдир: А = 
= А*> 0. (80) схеминин да)аныглығы У фәсилдә тэд- 
гиг олунмушдур вә орала көстәрилмишдир ки, 
1 1 
=. 31 
а Е (80 
олдугда, (30) схеми И-да дајаныглыдыр. Бу һалда 
|А| = асова Ей . Бурадан алыныр ки, әкәр > 
‘оларса, ихтијари = вә # учун (17) схеми дајаныглыдыр. 
Әҝәр с < 1/2 оларса, онда 
1 
Е 
(12-44 
үчүн схем дајаныглыдыр. Бурада | А |. ғ4//2 јазараг, 
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огы шу 4(1/2--в) т<. 

412 — о) ( ТЭЭ 

алырыг. Хүсуси һалда «=, слдугда 4(1/2 — а,)т= 
1213 < алырыг, је'ни |үксэк тәртибли апроксимасијаја 
малик схем шәртсиз дајаныглыдыр. 

6. Схемин јығылмасы. (17) схеминин |ығылмасыны 
исбат етмәкдән өтрү ( 0) схеми үчүн априор гијмәт- 
ләндирмә алмаг лазымдыр. У фәсилдә схемләрин ]ы- 
ғылмасыны тәдгиг едәркән 2 үчүн алынмыш бәрабәр- 
сизликдән истифадә етсәк (80) вэ (18) үчүн 

1—1 
ЭРЕР (82) 
1253 
о 
хәта гијмәтләндирмәсини аларыг. Бурада Аг--2;, 
јазсаг 


о о о о х 
ја = (Ае, г) = — (55, 2) = (у, 80) = У Ще 


тапырыг. 


(е1 п (лгы) = - 2. 


= 
гијмәтләндирмәсиндән ао етмәклә нәтиҹәдә 


2529 =>) ГА (зз) 


аларыг, вэ ни, (17) схеми С шәбәкә нормасы мэ’нада 
а--1|2, а>9, олдугда ||уј— 1! |; = ЕД; =0 (т) 
сур’эти илә, 9= 1/2 олдугда исә 207 -0(82--4) 
сур’эти илә јығылыр. 9, 2-0, ]э’ни т> /?/а оларса, он- 
да с = с, схеми үчүн дә (38) тирмдтләндирмәси` ДОР- 
рудур вэ 

ЇЕ”, --0(25--12), а = а, (олдугда. 


7. Асимптотик дајаныглыг. (5) мәсәләсинин башлан- 
ғыч вериләнләрә көрә асимптотик дајаныглыг (#— 55 
олдугда) хассәсини (9) гијмәтләндирмәси әкс етди- 
рир. Бөјүк #-лор учун (5) мэсэлэсинин Вэлли биринчи 
һармонија илә то'јин олунур: 


шШх, Әлтаев А, (х) 


(регулјар режим), 
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а иен 


уг = елу (1—8) Лу; х-іһ, і-д, (34) 
о ЕМЕ Оа 
у(0, 2) = 0, у(1, В = 0, у(х, 0) = ш(х) 
фәрг мәсәләсинин һәллинин аналитик хассәләрә малик 


олмасыны тәләб етмәк тәбиидир. 
У фәсилдә чәкили 


Ву, + Ау = 0, =, у(0) = у, В- Е--а+А, 
ЗЕ<А<АЕ, 5>0, А= А">0 - 
оператор—фәрг схеми үчүн 
<<) 


әлавә шәрти дахилиндэ чэкили схемин асимптотик да- 
Јаныглығы мүәјјән олунмушдур: 


1уї< е |, 
бурада ашкар схем (2--0) үчүн т, == 2/(8 4- А), гејри- 
ашкар схем (8--1) үчүн то = оо (т—ихтијаридир) вэ 


симметрик схем (о = 1/2) учун т, = 2// 8л. (34) схе- 
ми үчүн 


А, ЖЖ 4 Зе 4 

8- 7 зіп? 7 =А яа 505" = Ел 4= 2:7 
Ашкар схем (о = 0) үчүн в = /2/2 вә асимптотик да- 
Јаныглыг шәрти ади дајаныглыг шәрти илә үст-үстэ 
дүшүр; гејри-ашкар-схем а= 1) әввәлки кими шәртсиз 
дајаныглыдыр. Лакин ади мэ’нада шәртсиз дајаныглы 
олан симметрик схем (в =1/2) 


һ? 
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шәрти өдәнилдикдә асимптотик дајаныглыгдыр. Бу 
һалда а = 1/2 олдугда бејук #-ләр үчүн (34) фәрг мә- 
сәләсинин һәлли биринҹи һармонија илә то'јин олунур: 


тап 
“ 


<= чы 
= 


у] = срба ях, х= с еіп тх. 


Бурада р = (—1/28) /(1- 1/258) = е” “(1--0(е)).. 
т< тә шәрти өләнилмәзсә, ]э’ни т>'% оларса, он- 
да бејук #-лор үчүн биринчи јох, ахырынчы һармони- 
ја үстүнлүк тәшкил едир: 
у{ == сүр/зїп т (М — 1) хр = сү р(— 1)!51п тд, 
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12=А—1 т 
–-====-<е Эс вә диференсиал тонли- 


+1 

јин һәлли илә һеч бир үмумили]ә малик дејилдир. 

Асимптотик дајаныглыг тэлэби схемин догиглији 
илэ сых бағлыдыр вә фактик олараг асимптотик ДӘ- 
тиглик тәләби демәкдир. Бу реал шәбәкәләрдә бејук 
4-лэр үчүн апарылан һесабламалар заманы хүсуси илә 
ајдын көрүнүр. Геј едәк ки, таз {к шәрти симмет- 
рик схемләр үчүн ағыр шәрт дејилдир. Исбат олунур 
ки, там гејри-ашкар схем (а = 1) Енин бејук гијмәт- 
ләри үчүн мүмкүн дәгиглији јалныз т аддымы үчүн 
тэ мин едә биләр, бу да там гејри-ашкар схеми бөјүк 
4-ләр үчүн һесабламалар апардыгда Өз әсас үстүнлү- 
јундан—ихтијари т вә ћ-а көрә дајаныглыгдан мәһрум 


едир. 


82. Чохөлчүл/ истиликкечирмэ мэсэлэлэри. 


1. Чэкили фәрг схемләри. х=(х, хэ мүстәвисиндә 
сәрһәдди Г олан О областына бахаг. Истиликкечирмэ мәт 
Сәләсинин һәллини 0-0--Г областында бүтүн0<#< Ћ 
үчүн ахтарачагыг. б;г=ах[0, Т|--((х. хеб, 
041 Ту силиндриндә тәјин олунмуш, “ү = ах 
х (0, Т= (05, ђ:хеб 0<#< Т}-дэ} 


и, ди 0 


ди _ х; 
= га. Ә, Іш ТҮЙ | 


истиликкечирмә тәнлијини, а областынын {Г сәрһәдин» 
дә биринчи нөв 


и = х, ђ,хет,09<:<7, (9) 
сәрһәд шэртини вэ # = О-да 
шх, 0) = шх), *еб. (8) 


башланғыч шэртини өдәјән ШХ, 4) функсијасыны тап- 
маг тэлэб олунур. Тутаг ки, б дүзбучаглыдыр: 


а-(х-(х» х;):0< х< о<х,< 1}. 


О-дә сәрһәди 
Бонн Наза В Токо сем 
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Пи. ____, а 


1,-0, М, 0<4<М) 
олан шө, дүзбучаглы шэбэкэсини дахил едэк: 
у = 0 (А0, х0) жо= во і, 0, 1,..., №. 
ЖОТА, е ор 
Бешнөгтәли шаблонда [и=Аи Лаплас операторуну фәрг 
оператору илә апроксимасија едәк (бах: ҮІ фәсил, $ 1): 
Іш Ай= Ри ва 
(1) —(3) мәсәләсини диференсиал-фәрг мәсәләси илә 
әвәз едәк (дүз хәтләр үсулу): 
ао (Е г 
“40 Ло + 40, 4-1, 8), 900) = шах), 
хо, Ф(0р,-в(0, 0 < #<Т. (4) 


0 < # < Т парчасында т алдымды в, = |і, = ј 4:01, < 
< Т) шэбэкэсини” верәк. 


иу Ур —едуђ о, ј=0, 1... 


(5) 


чэкили схемини јазаг, бурада у/-у(х, #,) = у({ №}, 
1 1), х= (ий, 4,7,) ор. (5) тәнликләринә 


у(х, 0) = пх), х = (ВА, 51) ее, (5) 
у(х =>), хет, = ле о. 


т 


сәрһәд шәртләрини дә гошаг. Бурадан көрүнүр ки, 
У = у-и јени 2 = ні лајында тәјин етмәк учун 


у ахлу Р, Р = у--(1—о)тду-Ехф, хе о» 


У=ь, хет. (6) 
фәрг тәнлијини һәлл етмәк лазымдыр. 2 
Бу мәсәләнин һәлл олунанлығы 9 >--1/(т || ЖІ) ол- 
дугда (Ё — отл) операторунун мүсбэт мүәјјән олмасы 
фактындан чыхыр. Белә ки, бу һалда о; шәбәкәсиндә 
верилмиш вә тһ сәрһәдиндә сыфра бәрабәр олан у 
шәбәкә функсијалары фәзасында (бах. УІ фәсил) (Е— 
--атд)у-<(Е--атА)у- олур, Буну көстәрәк. 
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(у, 2) = > у(х) 9 (хр) № № = 
део, 
—1М—1 
= У Ува, ВВ) о (аһ) (7) 
ізі ће 
скалјар ћасилини верәрәк вә (Ау, у) < [Ау Іуі-< 
<|А| |у|Г олдуғуну нәзәрә алараг 


(Е—а)у У) = (Е А) у, у) = 
Ут (45, у) 240 е) (Ау, у) >0 
тапырыг, чүнки (Ау, у) 2:2 |у [2 > 0 (бах. УІ фосил, 
5 айран индексләрлә ачыг шәкилдә јазаг: 
817 Удаа +Ўһы, „)— (1+2 (+ ја) хай: 


+ т, ( у, ПЕЕ ЁЛ һы) 28277 (8) 


бурада 
Ушмы = У (бића 408), т 310 То = 9, 


= (15-2 (15-0 [1 +) уда (1 — 9 (Уа | 
Буја) 71 — 9) т (Ули “Уул Ф 
Жүз = ль» у = (И №, В) т, 


Бу фэрг сәрһәд мәсәләси уә ^нәзәрән Пуассон тән- 
лији учун Дирихле мәсәләсинин һәллиндә истифадә 
олунан „усулларла һәлл едилир (бах. УІ фәсил, 52). 
Бурада әмсаллар сабит, @ областы дүзбучаглы олду- 
ғундан (8) фәрг тәнликләрини һәлл етмәк үчүн бир- 
баша үсуллар даһа сәмәрәлидир. Итерасија үсуллары 
аз сәмәрәлидир. . 

2. Дајаныглылыг вэ јығылма. ҮІ фәсилдә тә”јин 
олунмуш 

о о о оо 

ай=—=ду==у т УЕЗ, УЕ 
операторундан истифадә етмәклә (5) схемини каноник 
шәкилдә јазаг: 
в уі уі 


ФАу = Ф, ј =10,1,..., у = и, уе Н(9) 
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В=Е+сА. 


А оператору УІ фәсилдә өјрәнилмишдир. 0, (М,-1) Х 
Х (№, —1) өлчүлү Н = © фазасында өз-өзүнә гошма 

вә мүсбэт мүәјјәндир, јә’ни 

А = А*, 4 Е<А<А,Е, 
бурада 

ам ЛЗ ТЕ 
% Г: БИН ЭҺ, + 73 біп 
4 ти 
Же сл 
“Байг шор 


һу, 
21,7 


+ ят сов" №, До = ГАЛ, (10) 
: , 


Үмуми нәзәријјәјә көрә (бах, У фәсил) 


1 1 
— —— 11 
2 ЕЛ (58) 


олдугда (9) схеми Н,-да дајаныглыдыр. Хусуси һалда 
ашкар схем үчүн 


2 2 24151 
<— => 2-5 
т Л) во ја “<( + м) (12) 


о 2,90, 9) = 


шәрти едонилир. Квадрат шәбәкәдә (/; = йа = 1) аш- 
кар схемин дајаныглыг шәрти 

т< №4 
шәклиндәдир (бирелчулу мәсәлә учун т < А2/2 шәрти 
илә мүгајисә ет). (11)-дән керунур ки, 

4>1/2 
олан схемләр, о чүмләдән там гејри-ашкар (а = 1) вә 


симметрик (в = 1/2) схемләр шэртсиз дајаныглыдыр. 
Ашкар схеми (а = 0) 


у = (1—2 (ла ыу т (ц) 
(Уа Уба) + "9, (13) 

шэклиндэ јазмаг олар, % 
(12)-нин сағ тәрәфиндә у-ин әмсалларынын чәми 


ваһидә бәрабәрдир. Бүтүн омсаллар мәнфи дејилсә, 
]э’ни (12) дајаныглыг шәртинә еквивалент олан 1,-- 
+ т, < 12, үүсэл, ү = 05 шартлори өдәнилирсә, 
онда (13)-дән 


Пу < уе + өс 
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— аи =0 (15), а =1,2. 1 операторуна л фәрг опе- 
ратору гаршы гојулур: 
до= мо лао = (ај 92), + (905) (15) 


Лао вә Луд-ни индексләрлә јазаг: 


– 
+11, „з 


° 
мәз (есе) ЯЛ ын 
у 


2 — 7, _ 
— ал (№, 140% дуа ин. а ҮЛ с | 
и 


т, =>; 
а Я 
ћ, 


мт= НГ (үл, +1) 0 
2 


12 (27 —®0 ү 
а (а, ањ шч 
7 


Чәкили фәрг схеми 1-ҹи бәнддә олдуғу кими (5) 
шәклиндә олур. (7) скалјар һасилли һәминки //= 2 
шәбәкә фәзасы көтүрүлүр вә А оператору дахил еди- 
лир: 

о о о 
Ау= Лу — (а У), — (ауд) 
Операторун бирөлчүлү һалы үчүн 
М: Ау= — (23), 


е о о о 
с, (Ау, у) < (Ау, у) Са (Ау, у), Ау = — Уус» 
оса<а<с, 
олдуғуну нәзәрә алсаг асанлыгла инанарыг ки, (15) 
икиөлчүлү оператору үчүн дә белә бәрабәрсизликләр 
өдәнилир: ә 


° 9, о о о 
(А<А<аА, Луна Се 
Бурадан керунур ки, ЗЕ СА < АВ, 2 = сд, А = с, А, 
бурада 8, вә А, (10) дүстурлары илә тојин олунур. 
У-у/ и јени лајда тэ’ин етмәк үчүн (6) мәсәлә- 
сини алырыг ки, бурада Л (15)-дән тәјин олунур. 
Ашкар схем һалында у бүтүн хе» дујун нөгтәлә- 

риндо 
у= (1—е) лу “$ 
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дүстуру илә тэ’ин олунур. Гејри-ашкар схем (а = 0) 
үчүн дәјишән әмсаллы бешнөгтәли фәрг тенлијини 
ћалл етмок лазымдыр. Бурада итерасија үсулларын- 
дан истифадэ олунур. Онлардан даћа сэмэрэлиси нөв- 
боли учбучаг үсулудур (бах У фосил, 55) ки, онун 
үчүн т=. (№) олдугда итерасијалар сары О = Іп | 
\ у ЫШ 
кәмијјәтидир. Дәјишән эмсаллы фәрг тәнликләри үчүн 
нөвбәли үчбучаг үсулу ҮІ фәсилдә шәрһ олунмуш- 
дур: (15) шәкилли д операторуна малик (6) тәнлијинә 
тәтбиг етмәк үчүн онун шәклини бир гәдәр дәјишмәк 
лазымдыр. 


> 83. Сэмэрэли схемлэр 


1. ДэїнШэн истигамотлор усулу. Ашкар вэ гејри- 
ашкар (5) схемларини ики характеристикасына — 
у аи тэ’ин етмәк үчүн һесабламаларын һәҹминә вә = 
аддымы үзәринә гојулан мәһдудијјәтә көрә мүгајисә 
едәк. 

Ашкар схем: өл шәбәкәсиндә у/+!-и ітәҢин ет- 
мәк үчүн шәбәкәнин дүүүн нөгталаринин сајмна мүтә- 
насиб сајда әмәлијјат јеринә Јетирмәк лазымдыр, |э’ни 
бир дүјүн нөгтәсиндә лазым олан әмәлијјатларын сајы | 
Фр шәбәкәсиндән асылы дејил, Лакин т аддымы (13) 
схеми үчүн И, = /, = л олдугда << ту(й):т < 12/4 
шәрти илә јухарыдан кәскин мәһдуддур 

Гејри-ашкар схем (э > 1/9) : у/!'-и ‘тәјин ет- 
мәк үчүн (№, — 1) (№; — 1) өлчүлү бешнөгтгли фәрг 
тәнликләри системини һәлл етмәк лазымдыр; бунун 
учун, һеч олмазса дәјишән әмсаллар һалында в; шә- 

1 бәкәсинин бир дүјүнү үчүн | Л | — 0 шәртиндә артан 
| сајда әмәлијјатлар апармаг тәләб олунур. 2 
Гаршыја белә бир мәсәлә чыхыр: ашкар вэ гејри, 
ашкар схемләрин эн |ахшы ке;фијјәтләрини: шэртси 
дајаныглыг вә һәр лајдакы әмәлијјатлар сајынын ГИ 
шәбәкәсинин дүјүнләри сајына мүтәнасиб олмасы хас 
сәләрини өзүндэ бирләш дирән схемләр гурмалы. Бел? 
схемләри сәмәрәли схемләр адландырмаг гәбул олун” 
мушдур. Әлбәттә, биз шәртләшмәлијик ки, ади мә” 
нада шәртсиз дајаныглы схемләр асимптотик дајаныг- 
лы олмалыдыр. Бу да өз нөвбәсиндә аддым үзэринэ 
ашкар схемин дајаныглыг шәртинә (т< /2/4) нисбәтән 
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үшүү 


олдугҹа зәиф олан мәһдудијјәтә (мәсәлән, о= 1/2, 
= =, 1, = 1, = 1 олдугда, тхс 11/(2=)) ҝәтирир. 
+ = О(й) шәрти О (за + | |9) схеми учун тәбиидир. 

Илк сәмәрәли схемләр 1955—1956-ҹы илләрдә меј- 
дана колмиш во сајишон истигамәтләр үсуллары 
адландырылмышдыр. Онларын сәмәрәлилијинин әсас 
алгоритмик идејасы ондан ибарәтдир ки, 1, лајындан 
{ы Лајына кечмәк үчүн әввәлҹә ®, шәбәкәсинин сә- 
тирләри бојунҹа, сонра исә сүтунлары бојунҹа говма 
Үсулу илә үчнөгтәли фәрг тәнликләрини һәлл етмәк 
лазымдыр. 

1. операторлу (1) мәсәләси үчүн дәјишән истига- 
мәтләр усулунун дүстурларыны (/7исмен—Рекфордун 
Узунуна-енцно схемләри) верәк, бурада Іш-1,ш--1ш, 


0 
Ї си == 21. 
а, Ја и 2а” јахуд 


и зе (0, 215 ј «=? 


а дх, 


операторларындан биридир. Тутаг ки, да, Ла--УІғуН 


+12 
учнегтоли операторлардыр вә Л = Л, + Ла. у= у" 
аралыг гијмотлорини дахил етмокло, дојишон истига- 
мэтлэр схемини ифадо едок: 


Југ _ „7 14:113 үзе, 
= =ЛАУ е сш у е 
р 


і =0, № олдугда, (1) 


нас унал 5 ЯГ. 
ду му", хєв у аи 
/ 
%= 0, №, у= и (х), х ен о олдугда, (2) 
бурада 
/ на 
Е ая ИРЕНА 
3 А") 
/+1@ 
р, в(х, 6) функсијасынын аралыг гијмотидир. у вэ. 


у/"-и ашағыдакы фәрг сәрһәд мәсәләләриндән те'јин | 
едәҹәјик: 


4413 аја ру 


1251 У 2? 


Е! = у! а (лау! т), хеоь (8). 
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УЛ!" „у, д0 №, 
преда УЛ — ут = р, 
БИ КЁ УИ їе: (Л 570838 ғ), хеө, 
Ур, боб, №. 

Биринчи мәсәлә сәтирләр үзрә (5 = 1, 2,..., М—1) 
говма илә, икинҹи исә сүтунлар үзрә (#,=1, 2,..., №—1) 
говма илә һәлл едилир. Бир дүјүн нөгтәсинә дүшән 
әмәлијјатларын сајы сонлудур вә шәбәкәдән асылы 
дејил. 

Ін; схеми башланғыч вериләнләрә көрә дајаныглы 
олдуғу кими ихтијари т вә | / | учун сағ тәрәфә көрә 
дә дајаныглыдыр вә О(/2-- | л |?) дәгиглијинә малик- 
дир. Буну у/*"?-ни јох етмәк вә (1), (2) схемини фак- 
торизә олунмуш В; операторлу еквивалент икилајлы 
схемә ҝәтирмәк јолу илә јәгин етмәк олар: 


115 __ 2 
ВИ АИФ, 1=0,1,....У=щЕН, (4) 


О 
«=>, 2, 
бурада Н = ©, оу шәбәкәсинин дахили дујун нөгтә- 
ләриндә верилмиш шэбэкэ функсијалары фәзасыдыр. 
Ајдындыр ки, 
А =А:>0, «=1,2, А А, = А,А,. 
Буна көрә до 
В=Е-- А 2 += А А, [2> Е + ТАЈ2 > ТАЈ2 
вэ схем да)аныглыдыр. 7 
2. Факторизә едилмиш схемләр. Бир нечә опера- 


торун һасили шәклиндә көстәрилә билән В = 8,8,...В, 
(оператору факторизә едилмпш оператор, ујғун 


БЕ” уі 

вле 1-01... 9-50 ©) 

схемини исэ Факториза едилмиш схем адландырача- 

ғыг. У 

Экэр Р, сағ тәрәфи илә верилмиш 
В,о--Б,, а—1, 2 

мәсәләсинин һәлли үчүн О(А, №) сајда әмәлијјат тә- 

лаб олунурдуса, онда мэ’лум у?-Ја көрә у/!!-и тәјин 
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етмәк үчүн О (№, №,) әмәлијјат лазымдыр (В операто- 
ру „сэмэрэлидир“). 
ву“! = ВВ! = Рі, 
олдугундан алгоритм 
Вау рі, Бру уі 
тәнликләринин ардыҹыл һәллинә кэтирилир. Икилајлы 
схемләрин дајаныглығы нәзәријјәсинә истинад едәрәк 


чәкили схемләрдән асанлыгла сәмәрәли факторизә 
едилмиш схем гурмаг олар (регулјарлашдырма үсулу). 
Нәһајәт, „тутаг ки, 
А-А, ФА, В= Е фед = Е+- от (А, А), 
А = А, А, 
1 
о 2- 9 ---- 
нда $ 2-дәки (9) схеми о2>а, 5 “ТҮҮ 
дајаныглыдыр. (9)-да В операторуну ондан АЈА, 
һәдди илә фәргләнән 
(В=Вља 2 АА) 
факторизэ едилмиш 
В =(Е + стА)) (Е + тад) 
оператору илә әвәз едок. Нэтичэдэ башланғыч чәкили 
схем илә ејни О ((о — 1/2) т--т') тәртиб апроксимаси- 
јаја малик факторизә едилмиш 
ТО Ва 
ВУ 


олдугда 


+Ау!/=Ф/, /=0,1,..,у =шен, (6) 
схемини алырыг. Башланғыч чэкили схем да)аныглы 
олду ғундан (в >>) (6) факторизә едилмиш схеми 
В>В ><4/9 
шэртинэ көрә да]аныглыдыр ки, бу да өз нөвбэсиндэ 
А, вә А, јерләрини дәјишә билән вә А, = А, >0, 
а = 1, 2 олдугда өдәнилир. ае; 2 
У "-и тәҢин етмәк учун Ву!” = Е? вэ ја 
(Е А,) (Е+ «А ју"! =, 
Рі = Ву! ++ (Ф!— Ау), 
тэнли]ини алырыг. Бу тэнлик ардычыл ћолл олунур: 
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(Е--яАду-Е, (Е--«А)у”-у 
(ујғун сәрһәд шәртләри илә). 
Ашағыдакы алгоритм даһа сэмэрэлидир (Р? сағ тә- 
рәфинин һесабланмасына көрә) 
(Е+ отА,) чо = Р! = Ф/ — Ауј, ) 
7 
(Е4-отА,) 0/1 = шып у у кшн | 
Лакин бунун учун бир дејил, ики вектор сахламаг 
лазымдыр. (407! !2ва ја ә?! вә у/). 2--1 олдугда (7)- 
дэн дәјишән истигамәтли икинчи схем (Дуглас—Рек- 
Форд схеми) алыныр: 


+12 _ уј 
Шы дун Адуу! 
(Е+ А) УЛ — уљиуз 22 ул! у/ р 


т 


3. Чәмлә)ичи апроксимасија үсулу. Бир синиф мә- 
сэлэлэр үчүн (мүрәккәб областларда, дојишон эмсал- 
лы тэнликлэр вә с.) сәмәрәли схем алмагдан өтрү 
форг схеми анла]ышыны дојишмок лазымдыр. 

Биз |ухарыда бахдығымыз ади апроксимасија анла- 
Јышыны даһа зәиф чомлојичи апроксимасија анлајышы 
илә әвәз едәҹәјик. Тутаг ки, /-чи лајдан / + 1-ҹи лаја 
кечмә бир нечә мәрһәләдә апарылыр ки, һәр бир мәр- 
һәләдә башланғыҹ тәнлији апроксимасија етмәјән ади 
икилајлы схемдән |истифадә олунур, лакин һәр бир 
аралыг схем үчүн ујғунсузлугларын ҹәми 


р 
= У (8) 
221 . 
т--аддымы сыфра |ахынлашанда # дәјишәнинә көрә 
сыфра |ахынлашыр. 
Чэмлэ]ичи апроксимасија үсулунун маћијјотини ади 
диференсиал тонликлор үчүн гојулмуш Коши мәсәлә- 
си үзэриндэ шәрһ етмәк олар: 


шы +аш= (0), 4>0, шо) = и, (9) 
бурада « > 0 эдэддир, Тутаг ки, 
а-а,--а, 4,>0, а, >0, /(Ф) =} (@) 4-/ (0). (10) 


Ашкардыр ки, белә а]рылыш һәмишә мумкундур. 
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о. = {0 = јт, /=0,1,...} шэбэкаси дахил едәк вэ 
Тәр бир (е; Ч ін) аддымында (9)-ун әвәзинә (12) баш- 
ланғыч верилонлорино көрә ашагыдакы ики тонлији 
ардыҹыл олараг ћолл едэк: 


Ае а 
= шон ата = 00), в << бав = (11) 


Қ 4%) 
> ны ям = 7, (8, Ёар << 


9 (4) = 9 (4), оо (виз) = 2) (ба) 
Ы ј=0,1,..., 9) (0) ==. (12) 
0(0) = 2 (0) (13) 
Функсијасы (11)—(12) мәсәләсинин “һәллидтр. 
(11) тәнликләриндән һәр бирини т/2 аддымлы ики- 


лајлы фәрг схеми илә апроксимасија едәк. Мәсәлән, 
гејри-ашкар 


У у 


1/2 / 
пау =, 


= 
с (14) 
1. уни А 
аут =й 


схемини көтүрәк. (11) схемләри үчүн №, вә ф, ујгун- 
сузлугларыны һесаблајаг. (11)-дә 


т 


ј 1/2 1/2 1/2 1 1 1 
у!- г Би, у! = а? ү. шн уйі ан ұйы 


728121 7 Ж . 
2 = > 12 
== фаг! 4, 
ін +12 
2 ме 1 > 
= Баг” $, /-0,1,.., 
т 1227 / 5 
б а 
20 =0, $! аш? д, 


т 


пш ана : 
ЕВ Ышш ы. + 
р 5 аи = 


јазаг. Бурада 


1 (ш ијә) (а), и!= (и— и) “О 
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јазсаг 


М = 9+ аш =)" +0 (9, 
(15) 
= (ш9--аш- Ру "РО (т) 
алырыг, Бурадан керунур ки, $ =0(1), фі = 0(1), 
лакин 
Ч --41-0(9-20, «->0) (16) 

а, вә а; матрис вә |а оператор, и, /, у исә вектор 
оларса, онда (10), (11), (14)-дән башлајараг |ухарыда 
апардығымыз бүтүн мүлаһизәләр өз гүввәсиндә галыр. 

Беләликлә, (11), (12) схеми (9) мәсәләсини (16) 
чәмлә)ичи мэ’нада аљроксимасија едир (белә схемләри 
биз аддитив адландырырыг). 

(11), (12) схеминин јығылмасыны исбат етмәк үчүн 
ҹәмләјиҹи апроксимасијанын (16) хассәсини нәзәрә 
алмагла 21 = у" — и’ хәтасы учун гијмәтләндир- 
мә алмаг лазымдыр.! 


82-28) 


= (2/2 4-а, ш—ј,) 5 , у=Об), а=1,2,: 
гїнд 


Е ууа КЁ» гн Па да. Тәбул едәк, 
б; рада тур ат 
Паја = пр И, Пра = Праја КФ» 
3-01, 
(аи =, 
(аз 5) вт /-0,1,..,%-0 (18) 


%=0, (17) 


а ть 4-%-а, а (19) 
мэсэлэлэр инин һәлләридир. Бурадан тату -- 


+) =т=... 
үчүн 7) = 0 вә 27 


т = 0 тапырыг, јо'ни бүтүн /=0,1,... 


А 
паре =0(0), $=00). (20) 
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(16)-дан = 
[нз] 5151-5191) 
| а] «| аа [$] < | ы += (91-18), 


алырыг, демэли 
п = = 
< (|+ [ (21) 
22 


тијмәтләндирмәси доғрудур вә бурадан да (17)-|ә көрә 
(14) аддитив схеминин О (=) сүр" әти илә |ығылмасы 
алыныр. 


(11) әвәзинә башга-тәнликләр системини дә көтүр- 
мәк олар: 


ао 
(11 эн үг 
аЛ (0, бре вс би 9 (00) = 9 (5), 
5 (22) 
(2) Без 4 
о ба ли Ји), 6, < 165, 3, (5) = тл, (544, 
1550, 1,..., щи, (0) = цо. 
000) = 2 (0 (23) 
функсијасы бу мәсәләнин ћоллидир. 

(11)-дан фәргли олараг бурада һәр ики тэнлик бү- 
түн #,< < Ёд парчасында верилир вә буна көрә дә 
бу тэнликлэрин апроксимаси]асы т аддымы илә ((11)- 
Дә олдуғу кими т/2 аддымы илә јох): апарылыр ки, бу 
да (14) схеминин өзүнү верир. (9) мәсәләсини (11) вә 


1а (22) мэсэлэлэр системинә кәтирән һәр ики үсулда 
ејни бир 


а=а, + а, (2. 


хассәсиндән вә / = /, +], шәртиндән “истифадә олу: 
нур ки, буну да һәмишә тә’мин етмәк олар. 
Нүмунә үчүн 


ФЕ = пи +] (и 0), х= (х, ху) 


2, 
ха 


Шш = Аи = Ели + Ели, іш 24 4-1,2 3 


истиликкечирмә тәнлијинә бахаг, 1, вэ Ја „бирелчу. 
операторлардыр. Ашкардыр ки, 
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до 
з=, (26) 


танлијини ћолл етмәк, (25) тәнли|ини һәлл етмә)ә нис- 
бәтән даһа садәдир. [= 1, | 2, /-А--/) шэртлэри 
ади апроксимасија илә алынан схем үчүн, мәсәлән 


догу 
ді 


= роу већ бре С “ут, 


сој тэглэ 
Эргэж 4 Ур) + Ја УЗ офу от, =) 
системинин һәр бир тәнлијинин икилајлы чәкили схе- 
мин көмәји илә апроксимасијасы заманы алынан схем 
үчүн ҹәмләјиҹи апроксимасијаны тэ’мин едир. 

Нәтиҹәдә локал-бирелчулу вә ја парчаланан адди- 
тив схем алырыг: 


У њу — у! 


12 
= = (аут --(1—ају је, хе 


із. унал 
у ену ші А 
ЭУ ла (ун + (1 — в) УНИ) ә 
хес. /=0,1,..., (27) 
у= (х), х ео, 
уат =, у“ ЇЕ = у“ 

Бурада ду = іі №У == Уд - 91 Вә % параметр- 
ләри да)аныглылыг вә апроксимаси)а шэртлэриндэн 
тә |ин олунур. Мәсәлән, о «г аз --1 олдугда габагла- 
Дан схем алырыг: 


ул і 


Му 


1+ | 
Џ 


т 
а наа. 3 
К-- ә /=0,1,.... 


"= Азу 


т 
Бурада у!=г/ + ПА уни ийн (и и, у Ёс 
-а + шј“! јазсаг, 2 хәтасы үчүн 

ЭНА 


12 
Ч = ме ват 


аа ут 


= = а + 
18 сиф. 563 273 


тәнликләрини аларыг, бурада и— (25) башланғыч мэ- 
сәләсинин һәлли фу вә ф, исә 


| -и 


2 1й-и ; =: 
хо ат = 


2 2 л 


іа Ф. 
т 

2201) 

кими һесабланан ујғунсузлуглардыр. Бурадан көрүнүр 

ки, Ф-О(1), = 0 (1), јони (27) тәнликләриндән 

һәр бири ајрылыгда (25) тәнлијини апроксимасија ет- 

мир. Ујғунсузлуглар ҹәмини көтүрәк. 


фе аа А лай Ая 


п 


да | 


а НО(«- 2), 


(108 
Уи? 
«Феј БО (<) 
оларса, Ё--Ё үр учун (25) тонлијини нэзэрэ алмагла 
угао + - 77112 (++ |) = О(ф+- 18р), 
Пар = А № 
олдуғуну алырыг. Буна 
9. =0, 9, = 7/71 ва ја Ф = Ф = 7/2 
олдуғуну фәрз етмәклә наил олмаг олар. 
Кестармак олар ки, (27) схеми 
0(:-4140) 
сур'ати илә мүнтәзәм јығылыр, је'ни 
Цу — и | с-О(8--139), 
Кестарилмиш мисаллардан керунур ки, чомлојичи 
апроксимасија үсулу муроккоб мәсәләләри даһа садә 
мәсәләләрә парчаламаға вә чохелчулу ријази физика 
мәсәләләринин һәллини хејли садәләшдирмәјә имкан 
верир. 


| 


бурада и = ш 


274 


ЭЛАВЭ 


Учдиагонал матрисли хәтти тәнликләр системи 
үчүн марш-алгоритм вэ редуксија усулу 


Чох вахт јуксок тэртибли хусуси шэкилли (чохлу сыфыр еле- 
ментләри олан сеїрэкдошмиш матрисли) хәтти чабри тэнликлэр 
системинин ћеллино“ кәтирилән маселслерло растлашырыг. Белә 
системләр еллиптик тип тәнликләрин фәрг апроксимасијасы за- 
маны, јахуд истиликкечирмэ тәғли и үчүн гејри-ашкар схемдэн 
истифадә едәркән вә с. һалларда ортаја чыхыр. 

ТУ фәсилдә учнегтели шаблондан икинчи тәртиб ади диффе- 
ренсиал тәнлијин апрохсимасијасындан сонра үчдиагонал матрисли 
М —1 тәртибли (№ — 1) дахили дујунларин сајыдыр) хәтти ҹәбри 
тәнликләр системиндән ибарәт олан икинҹи тәртиб фәрг тәнлији 
алынмышдыр. 1 фәсил, $3-дә системин һәлли үчүн О(М) һесаби 
әмәлијјат тәләб едән үсул верилмишдир. 

ТУ фәсилдә икитәртибли Пуассон тәнлијинин бешнегтели шаб- 
зонда апроксимасијасы заманы № = (А, —1) (А, —1) тэртибли 
бешдиагонал матрисли хәтти ҹәбри тәнликләр системинә ујғун 
олан фәрг схеми алынмышдыр, бурада №, — 1 вә М,—1 һәр бир 
истигамәт үзрә дахили дүүүнлэрин сајыдыр. 

Мәчһуллар векторуну М, — 1 елементи олан блоклара бөләр- 
кән блок-үчдиагонал матрисли систем алырыг ки, блокларын сајы 
№; —1-э бәрабәрдир. Белә систем үчүн УІ фәсилдә $ 2-дә әмәлиј- 
јатларын сајы О (№1ор №) тәртибдә олан дәјишәнләрә` ајырма 
усулуна бахылмышдыр. Бу тип системләрин чохгат һәллиндә һе- 
саблама алгоритмләринин сәмәрәли олмасынын бөјүк әһәмијјәти 
вар. 5 

Ашағыда үчдиагонал матрисли хусуси системларин һәлли үчүы 
бирбаша үсул гурулачагдыр ки, онун үчүн һәм матрисин елемент- 
ләри скалјар олан ћалда, һәм дә блск матрис һалында ҹәми 0(У) 
әмәлијјат тәләб олунаҹагдыр. 

1. Марш-алгоритм. Әввәлҹә матрисин елементдәри скалјар 
одан һала бахаг. Учдиагонал матрисли системи үчнөгтәли фәрг 
мәсәләси шэклиндэ јазаг: 


Е Су — уда = Ер 1<1<М—1, уу=0 уу =0, (1) 


бурада С--эдэддир вә фәрз едәк ки, № = 2к4+1, Икитартибли (1 
тәнлијини 

Уа = Су; — у; 1— Бр 4241, у =0 (2) 
рекуррент мүнасибэтлэри шэклинда јазсаг, асанлыгла көрмәк 
олар ки, уџ-ин гијмәтини һәр һансы бир үсулла һесабладыгдан 
сонра (2) дүстурунун көмәји илә бүтүн намэ’лум урлори тапмаг 
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олар. Бу вахт һәр бир у; мочћулу у, вә у; васитәсилә хәтти ифа- 
дә олунаҹагдыр. Дејиләнләрә әсасән һәләлик наме лум ар 6, ру ӘМ- 
салларынын кемоји илә ихтијари (241 учун 


жы = у — 170—2; (3) 
мүнасибәтини јаза биләрик. Әҝәр 
Вано @ 


јазсаг, онда (3) мунасибэти һәм дә і = 0 олдугда доғру олачаг- 
дыр. Беләликлә, (1) мәсәләсинин һәллини ихтијари і > 0 учун (8) 
шәклиндә ахтараҹағыг. (1)-и 

у= Суг— уда —Рь 16 М-Ь уд 0 (5) 


рекуррент мүнасибәтләри шәклиндә јазараг вә аналожи мүлаһи- 
зәләр апармагла алырыг ки, 


8-1, 41-0. 4-0 (6) 
гәбул етсәк, ихтијари # < М үчүн (1) мәсәләсинин һәллини 
Урт = Ум — Па 99 — 29-1 (7) 


шәклиндә ахтармаг олар. Бурадан керунур ки, Уц_1 тапылса, бү- 
түн углори ардыҹыл олараг (5) дүстуру илә һесабламаг олар. 
У; вә уу_у-и тапаг. Бунун үчүн !о,, Вр Ер пр Ру, 4, Әмсалла- 
рыны тэ’]ин едәк. (2) вә (8)-у ! = 1 олдугда, (5) вә (7)-ни г=/—1 
олдугда мугајисо етсэк, 
ар- = С, в =1=1, р1 =ЕЬ 41 = Ру. (8) 
Инди исэ намолум эмсалларын һесабланмасы учун рекуррент 
дүстурлар тапаг. (3)-ү вә у, уг] үчүн ондан алынмыш ифада- 
ләри: 
ур врту — Вауу Ріо Уа = чу — 850 — Ра 2 
(1) тәнлијиндә јеринә јазсаг, . 
— (ара Са +) у + (82-3 — Св» + 1% + 
Жар — Ср ЕР, = Вр 1228. 
Бу бәрабәрликләрин бүтүн і-ләр үчүн ејниликлә өдәнилмәси 
үчүн (2-2 олдугда 
Рр= Ср — Р-Н Р, (9) 
а; = Са; — «> 1 = Св 2— Қз (10) 
көтүрмәк кифа]этдир. 
Аналожи олараг (7) вә (1)-дән истифадә етмәклә {< М 2 
утаа 
4н-і- С4у-1-1— 491-2 + Ё, 


бр Ср а = бр а = Спа- 9 — аа 


рекуррент мүнасибәтләрини алырыг. Бурада М--і-ни і илә: 
етмәклә # > 2 учун 
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9. = Са — + Ву-» (1) 
„= Сурб "= Счү-э7-11-3 (2) 
дүстурларыны алырыг. 

Белэликлэ, (1), (7) вә (12) дустурлары ахтарылан әмсаллары 
тамамилд тајин. едир. (4), (6), (8) шәртләри дахилиндә (10) вә 
(12)-ни мүга|нсә етмәклә алырыг ки, і > 0 үчүн В, == == а 
Беләликлә (3) вә (6) дүстурлары 

Укы = фу — 915% —Рр і? 0, (18); 
Ура пе по 99-1-1799 — Ф 28 М (14) 
шэклини алырыг ки, бурада 
ә = Срд — Ра + Ру ї > 2, Р = 0, рү = Ё\, (15). 
а= Сал та Ри» #22, 4, =0, 41 =, (16) 
арт Саруар 122, 4=Ъ С. (17) 

Инди у; вә у-и тапаг. Бунун үчүн (18)-дә 1-4, (14)-до 
исә 1 == + 2 јазаг. М = 2Ё + 1 олдуғуну нәзәрә алсаг, 

Уре 8 4 У Ре Уба ка Ун-1 л бу-2Унтт Чк-1 
олар. Икинчи бәрабәрликдән биринчини чыхмагла, у; вә Уұ-179 
нэзэрэн тэнлик алырыг: 

ар луд ак дуг У 7 2 Ух = де —Рк (18) 
(13)-дә = А — 1 вә (14)-дә 1-6 4-1 јазмагла вэ биринҹи бәра- 
бәрликдән икинҹини чыхмагла уу вә Уҹ. үчүн даһа бир тәнлик 
алырыг: 

акун а аку ак Уо} %к-17х = Ук-1 Як (19) 
= Ун = 0 олдугулу нәзәрә алмагла (18) вә (19)-у топлајаг во 
ч ыхаг. Нәтичәдә еквивалент 


(е1 9%) (Ун-г + 51) <4ұ-і- Ри +Ёк—1— Чи 


(20) 
(ава 2%) (Ух-л--Э1) = 4к-17-7к — Рк-17— Че 
системини алырыг ки, буну да һәлл етмәклә ахтарылан “уі вә умр 
гијмәтләрини тапырыг: 
по + 28-1 
у (5 = 507 (эь (ет Р) ка (Рина — 491 а 
2 д 
У = (к = 17 [1 (9-1 — Рк) + и (Рк-1— 4к)| 
Беләликлә, (1) мәсәләсинин һәлл алгоритми (15) вә (17) дүс- 
турлары үзрәр„_1, Рю Яе Як ®к—1' бк әмсалларынын, (21) дүс- 
турлары үзрә Ур Ух ГИЇМэтлэринин вә 1=2, 3,..., Е учун (2) 
дүстуру илә, (5: М222, М—8, ..:, А үчүн исә вериамиш у 
Ук-э вә һесабланмыш Ур Ух—1 көрә (5) дүстуру илә у, мэч- 
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Ћуллармимн һесабланмасындан ибарәтдир. Тасвир олунмуш алго- 
ритм марш-алгоритм адыны алмышдыр. Асанлыгла ћесабламаг 
олар ки, ону реаллашдырмаг үчүн тәхминән 87 әмәлијјат тәләб 
олунур. Көстәрмәк олар ки, С > Әсоз тт]№ (т--там әдәддир) 
оларса, онда (1) мәсәләси ихтијари сағ тәрәф үчүн һәлл олунан- 
дыр вә ар | + а2, Демәли, бу һалда (21) дүстурларында сыфра 
бөлмә јохдур. 


Јухарыда шорћ олунмуш марш-алгоритмдэн С--квадрат МТ. 
рис, Ёү--верилмиш, у; исә ахтарылан вектор олдугда да истифадә 
етмәк олар, Гејд едәк ки, ҮІ фәсилдә бахдығымыз һәр бир исти- 
гамәт үзрә мүнтәзәм олан дүзбучаглы шәбәкәдә верилмиш Пуас- 
сон тәнлији үчүн Дирихле фәрг мәсәләси (1) шәклиндә јазыла 
“билэр, Бу һалда векторун компонентләри ахтарылан шабакэ функ- | 
сијасынын шәбәкәнин чи сәтринә ујғун гијмәтдәри, С матриси | 
исә тәр тиби”шәбекэнин дахили сәтирләринин са,ына бәрабәр уч- 
диагонал матрис олур. 

Тутаг ки, С матрисинин тәртиби. М-дир, Онда р), 4; вектор» 
дары М өлчүлү олур вә Рк—1» 4қ-і Оюутны (15) (16) дүстур- | 
лары илә һесабламаг учун О(МЛ) тортибдо әмәлијјат лазымдыр, 
Ашкардыр ки, (2), (5) дүстурлары илә у, 2474 М— 2 вектор- 
ларыны тапмаг учун дэ бу сајда омолијјат толоб олунур. Инди 
У; вә Уу_| "ин Несабланмасы мәсәләсинә бахаг, 


(17) дустурундан чыхыр ки, а,С-іә көрә # тәртибли чохһәд- 
лидир, белә ки, С Эдэддирсе, ар—чобри чохһәдли, С--матрис- 
дирсә а, матрис чохһәдлидир. (17) рекуррент мүнасибәтини өдө». 
Јән чохћодли үчүн ашкар ифадә вар: ак = (/ь(С/2), бурада (х) 
# дәрәҹәли икинчи нев Чебышев чохћодлисндир: 


зіп (6 + 1) агссов х 
З) ассо: ‚ |х]&1, 
зїп агссов х, 
(223 7:551242 („уверен 
зу -1 
ор, 20 үчүн ашкар ифадәдән истифадә едәрәк зә ар-нин }үксә! 


-дәрәчәләрдә эмсаллары вацидә бәрабәр чохћадли олдуғуну нәзә- 
рә алараг ашағыдақы ифадәләри алмаг олар: 


«И» (х) = 


1121. 


к 
@—1)х 
аку 821 -Піс-та»- = ЈЕ. в), 
1=1 


12 в), 
ДЕ 


490) вә (22)-дэн истифадә етмәклә у; вэ уу_ү-и тапмаг учун 
ғыдакы алгоритми гураг: 


бо Ра — 06-1 — Ри +. Фк, Фу == да — Ре — Ре лб? 
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(21--1) 
(с-з ЭЕ) „ны, 
ош 23» 
(<> сет В аршу 12,5 2 


9-05(9,-%,), Ухт 05 (9 1 к). 


(23) системләринин һәр бири үчдиагонал матрисли олдугундан 
(белә системләр 2Е—сафдадыр) вә говма үсулунун көмәји илә 
(М) сајда әмәлијјат апаомагла һәлл олуна билдијиндән у; вә 


Ук ти тапмаг үчүн О(ММ) сајда һесаби әмәлијјат лазымдыр. 


Беләликлә, үчдиагонал матрисли (1) системинин һәлли үчүн 
мәчһулларын сајы та мүтанасиб сајда һесаби әмәлијјатлар тәләб 
едән үсул гурулур. 

Гејд едәк ки, гурулмуш марш-алгоритм әдәди дајаныгсыз 
ола биләр. Доғрудан да, С эдэди 1С|2»2 шәртини өдәјирсә онда 
бу алгоритм үчүн хәтанын М-ә көрә експозенсиал артымы харак- 
терикдир, чүнки 4 — Са 4-1 = 0 характеристик тәнлијинин һәл- 
ләриндән бири модулҹа ваһиддән бөјүкдүр. С матриси модулча 
икидән бејук олан мэхсуви әдәдләрә малик олан һалда да бу тип. 
дајаныгсызлыг вардыр. Белә мәсәләләр үчүн мүасир дөврдә марш- 
алгоритмин М артдыгда хәтасы гүввэт гануну илә артан ма'нада 
дајаныглы олан вариант гурулмушлур. 

2. Редуксија усулу. Бир чох һалларда үчдиагонал матрисли 
хэтти чабри тэнликлэр системинин һәлли заманы алынмыш һәл- 
лин дәгиглији бејук әһәмијјәтә малик олур. Белә системләрин 
һәлли үчүн тәтбиг олунан говма үсулунун анализи көстәрир ки, 
хәталарын мәнбәји говма әмсалларынын Ресабланмасы дустурлары 
ола биләр. Бу дүстурларда гијмәтҹә бир-биринә јахын олан кә- 
мијјатларин фәргинә бөлмә әмәлијјаты вардыр. Ашағыда көстәри- 
лэн системин һәлли үчүн бу чатышмазлыгдан азад олан редукси- 
ја үсулуна бахылачагдыр. Беләликлә, тутаг ки, 


„ і<і<М-1, 
0 


Фк У1 2; ч у; — 5; Уыт 
%-0Ф Ух 


(24). 


үчнөгтэли фәрг мәсәләсинин һәллинин тапылмасы тәләб олунур, 
бурада с;= а; + 54-4, (4 > 0, ър>0, 2,220, № = 2". Реду ксија» 
үсулунун идејасы (24) системиндән әввәлҹә тәк немрэли мәчһулла- 
рын, сонра исә 2-нин мисилләринә бәрабәр нөмрэли мәҹһуллар ын, 
ардыҹыл јох едилмәсиндән ибарәтдир. 

ї—чүт әдәд олдугда (24) системинин ардычыл #— | БТА 
нөмрәли танликларини јазаг: 


ауз (аа + 1 +410) п буг = Ўр (25) 
— у 1 + (450964) у — ћуна = 7» (26) 


— аду + (Фа + да + а) Уна —врулуно = Лаа (27) 


(25) тәнлијини 20) — а. (ара ба + л) > (27) тон 
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лијини 800) = (ајд бы + ц) !-ә вурсаг ва (26) тәнлији 
илә топласаг 


209 У + (40) + ар 25 а”) Эг уг = 
1—2, 4, 6,.., М-2, у= 0, у =0 


(28) 


алырыг, бурада а) = 04,1, МЭ – 906,1, 40-904, + 


жа, + 0а, О ал Ла. Ҹүтнөмрәли мэч- 
һуллар тапылса (онлар (28) системини өдәјир) онда галан мәч- 
ћуллар 
Лау; іу, 
РН ,_ү ЗЕ 
а, + 5, а, 
лустуру илә тэ’ин едилир. 4 
Ајдындыр ки, хочћулларм јохетмә просеси (28) системинә. дә 
тәтбиг едилә биләр ки, бурадан да икинҹи аддымда нөмрәләри 
2-нин мисиллери олағ, лакин 4-үн мисилләринә бәрабәр олмајан | 


мэч һуллар јох едиләҹәкдир. Нәтиҹәдә јохетмә просесинин ізін 
-“аддымында 


ауры + (20 + 50) жа”), — уцэг-70, 


Ее с (29) 
» 2-25 8-2,..., М—2, у =0, у =0. 3 


-системини аларыг, бурада 
1 1) 200—1 ПІ 060—1 
а() — ай) д р 60 = 800 60—10) 


121—1 
т 1) 0-1 (23 1) 4-1 
00 ра кас! қадыр, 
0 4) у(1-4 1-1 1-1 
ар ВЕНА рушы, 
т 1-4 = Ба =) ү-і 
а (ар, + ср, ај)“, 
б 5-0 (1-1) 1-1) 1-1) үл 
р аи) 2. 


0—21, 2-2, 3:91....М—2 гэл, 


Бурада а{ = а, 60 =5,, 29 =4, 9 = у, ишарәләмәләри 
"истифада олунмушдур. 
(29) системи Уха = Уа 1 мочнулуна нәзәрән бир тән 
ЁД улу! р: р 
ибарәт олдугда, јохетмә просеси (п--1)-чи аддымда гур 
мэн пара у, + гр», 29 
а, Уус = 
: «шор +080 +49 


тапырыг. Галан хочћуллар 
2280 


ЛР жар усан уда 


а) 44040 


25 3.21, 5-01, №21 (39) 


У 


Дүстурлары илә тэ’ин олунур, бурада /— л НИ Зе 
У, = Ух =0. Гејд едәк ки, (31) дүстуру (32) дустурундан / 
көтүрмәклә алыныр. 

Беләликлә, редуксија усулунда дүзүнә кедишдә (30) дүстур- 
дары үзрә /--1,2,...,л--1 учун а), 50, 4(0, у(0-лар һесабда- 
ныр, тәрсинә кедишдэ исә (32) дүстурлары үзрә / = п—1,...‚,1, 0 
үчүн ахтарылан һәлл тапылыр. 

Гејд едәк ки, үсул әлавә јаддаш тәләб етмир, чүнки а() 


500, 40, ДО комиэтлори Урун олараг ай), а ау) 2 


271—) -ларин јериндә Јерләшдирилә биләр. Үсулун тәтбиги учун 
12 топлама, 8М вурма вэ ЗМ бөлмә тәләб олунур. 
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ИШАРЭЛЭРИН СИЈАҺЫСЫ 


юн = {6 1—0, 1... Му дуйн нөгтәләри там әдәдләр олан шә- 
бэкэ. 

э = {ху =Їһ, В =1|М, 0 < 1<1)—10, 1] парчасында 1 аддымлы 
мүнтәзәм шәбәкә 

ћ— әр шабәкәсинин аддымы 


у; = У (ж) = У (0 -—шәбәкәнин ічи дүүүн нөгтәсиндә шәбәкә 
функсијасынын гијмәти 

бг-ге|ри-мүнтәзәм шәбәкә 

т = хуку] — Фу тејри-мүнтәзәм шәбәкәсинин аддымы 

= 1 
П (88) 

“шт “(5 я 2.) Ї) дүјүн нөгтәсиндә икиелчулу шәбәкә 
функсијасынын ги Мэти 

0, = (51 „ж "учи муваггатидлајда (1, /) дүјүнүндә 
1з 2004 
шәбәкә функсијасынын гијмәти 

о = $—(и- чи лајда (5 /) дујунунда икиөлчүлү шаба- 
кә функсијасынын гијмәти 

Ву; = ул — у, —Ечи дујун негтасиндо сағ фәрг 

Ау,- у: — учи дујун нәгтәсиндә сол фэрг 


1 
з= (уу! + А дујунда мәркәзи фәрг 


А (уу) = А (ду)—икитәртибли фәрг 
һ-х, дүјүнүндә сағ фәрг төрәмәси 
(У: = Уул) 34 дүјүнүндә сол фәрг төрәмә 
Жы = (Увы — у) 2 6 дүјүнүндә мәркәзи фәрг төрә- 
мәси 
Ме (ОИ — ду Њу] 2 икинчи тәртиб фәрг төрәмәси 
Н.-Билберт фәзасы ; 
(уо)—у ген ћу! = Убу) елементләринин скалјар 
ћасили 


Е—ваћид оператор 
АХ--А оператору илә гошма оператор 


Уул 


/471--А операторуна тәрс оператор 
`Аў>0—мүсбэт оператор 
А>0—мэнфи олмајан оператор 
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хэ РО ОНИ 


А> 85, 30, --мүсбәт мүәјјән оператор 

Пу а = У(САу, у), уе Н—енеркетик норма 

шәбәкә функсијалары фәзасы: 

кы = (у; 4=0,...‚ М) 

се 1=0,..., № уо = 0, ух =0у 
200 гүгтдэн олан функсија 

5. т0»1-0Һ..,М-Ц 

Әү -(ур і-1,2,..., му 

шәбәкәдә скалјар һасил вэ. норма 


х1 
ОУ-н. уг Уб 
Шиг 
х 
пп У әу зу УУ 
би] 


Пу Пс зуй 1» (х) |= ар (е) | 
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